RESUMEN ALGEBRA 1
FINAL

POLINOMIOS:

7.1 El anillo de polinomios K[X]: generalidades.

-2- conap #0.










_ _ (El maximo comun divisor entre fy g

es el (Unico) polinomio ménico h perteneciente a K[X] que satisface: )



hlh.ﬂ.

EJEMPLOS IMPORTANTES:

@ Determinar todos los polinomios f € R[X] de grado < 2 (o nulo)
tales que f(0) =1y f(1) = f(2):
El polinomio f es de la forma f = aX? + bX + ¢ € R[X]. Se tiene
fO)=1 & c=1y f(1)=f(2) & a+b+c=4a+2b+c, es
decir 3a + b= 0. En definitiva, b= —3a y ¢ =1, lo que implica que
f=aX?2-3aX+1, aeR.

@ Sea f e Q[X] tal que f(0) =1y f(1)= f(2) = 3. Calcular el resto
de dividir f por X(X —1)(X —2):

El polinomio f se escribe por el Algoritmo de Division como

f=qg- X(X-1)(X=2)+7r con r=0 o gr(r) <3,

osear=aX’+4+bX +ce Q[X]. Por lo tanto, dado que el polinomio
X(X—-1)(X—-2) seanulaen 0, 1 y 2, sievaluamosen =0, =1
y & = 2 obtenemos f(0) =r(0), f(1) =r(1) v f(2) =r(2). O sea
r(0) =1, r(1) = r(2) = 3. Por el inciso anterior, r = aX? —3aX +1,
con r(l) =a—3a+1 =3, es decir —2a = 2, osea a = —1. Se

concluye r = —X2 +3X + 1.



EJEMPLOS IMPORTANTES

@ Probar que el polinomio 2X " +7X7+2X3+1 no tiene raices miltiples
reales.

Supongamos que si: Sea = € R tal que f(r) = f'(z) = 0. En
particular, dado que f’ = 30X +49X°%+6X?, se tendria 0 = f'(x) =
302 + 492% + 622. Lo que implica que # = 0 dado que todos los
exponentes en f' son pares (luego Yr € R, f/(x) >0y fl(z) =0 &
r =0.) Pero claramente f(0)=1#0.






‘polinonio de grado 2 es reducible en (C[X]; o cquivalentemente tiene

. w2=Asiysélosi A>0. Por
lo tanto, f es reducible en Los polinomios

o Cuando K = Q, f es reducible en QX] (o tiene rafz en Q) si y
solo i /A es tin euadsado en @) Existen lucgo polinomios de grado

o Cuando K = Z/pZ con p primo # 2, f puede ser reducible o no
segin si A es un cuadrado o no en Z/pZ.
f=X>+2X +75 es irreducible en Z/7Z —4.5=
4=20 = =16 = 5 1o es un cuadrado en Z/TZ. mientras que el




Sabemos que un polinomio en Q[X] de grado n > 1 tiene a lo sumo n
raices contadas con multiplicidad. También sabemos que si f € Q[X] tiene

- IR e - - - - - -



La situacién parece desesperada. [Péo/al mexios'en Q) Existen algotitinos

3 fat D=0 = fla-Wd=0,

EJERCICIOS DE FINALES:

FINAL 13/9/22

FINAL 3/8/22

FINAL 27/7/22

FINAL 20/7/22



FINAL 17/6/22

FINAL 27/5/22

FINAL 29/4/22

FINAL 4/3/22

4. (a) Determinar todos los nimeros enteros a y b para los cuales el polinomio

X 4 33a X+ X34+ 126 X2 18X +1

tiene al menos una rafz racional.

(b) l:l;i?;:ladahnnﬁmmwneaybpmmcm«dpohm:ﬁoﬂmmmmd

3. Sea (fa)nen la sucesién de polinomios en Q[X] definida por:
fim=X=1, 1=2X"-X=2 y for2=Xfap1 +2X*f—2X+3, Vn>1.
Conjetumyptobuﬁtmulasbuaeleoeﬁcimpﬂndpalyelmdodef..puatodoneN.

Final 25/2/22



4. Describir todos los pares (a,b) € C? para los cuales el polinomio
f=X"+2X+b

tiene raices miltiples en C, y para cada par (a,b) determinar la cantidad de raices distintas y la
multiplicidad de cada rafz. (No hace falta calcular exactamente las rafces.)

FINAL 18/2/22

FINAL 22/12/21

Ejercicio 4
(a)} Determinar todos los a.b € £ coprimos v no nulos para los cuales el polinomio
A +iX3+2X% +aiX +b
tiene al menos una raiz racional.

(b) Para cada par de valores hallado, factorizar el polinomio obtenido en C[X].

FINAL 10/12/22

3. (a) Determinar todos los n € N para los cuales
X4 X+1| X+ X"+ 1.

(b) Caleular ol resto de dividir a X5 + X3 + 1 por X* + X + 1.

Final 21/10/21

FINAL 28/7/21
4. Determinar todos los primos positivos p tales que el polinomio
f=X'-2X" 16X + 23X - p -
admite al menos una raiz racional positiva. Para cada valor hallado factorizar el polinomic

QIX], R[X] y C[X].



