Facultad de Ciencias Exactas y Naturales — Universidad de Buenos Aires

Algebra 1
Practica 2- Numeros Naturales e Induccién

Sumatoria y Productoria

1. i) Reescribir cada una de las siguientes sumas usando el simbolo de sumatoria

(a) 1+2+3+4+4---+100 (d) 1+9+25+49+---+441
(b) 1+2+44+8+16+---+1024 () 1+3+5+---+(2n+1)
() 14+ (—4)+9+(-16)+25+---+ (—144) () n+2n+3n+ -+ n?

ii) Reescribir cada una de los siguientes productos usando el simbolo de productoria y/o de factorial

(a) 5-6---99-100 (b) 1-2-4-8-16---1024 (¢) n-2n-3n---n2

2. Escribir los dos primeros y los dos tltimos términos de las expresiones siguientes

n 2n n 2

DI CUNN Zﬁ i) Z”; iv) Zﬁ v) _2”3
= i=n = i=1 =
3. Calcular
i) zn:(zu +1) i) Xn: 2(i — 5)
i=1 i=6
4. Calcular
i) zn:zi iii) zn:q%,qER—{O}
i=0 i=0

n 2n
i) > ¢, geR iv) > ¢, geR
i=1 i=n
Induccion
5. Probar que, Vn € N, Z(Zz —1)=n%

i=1

i) contando de dos maneras la cantidad total de cuadraditos del diagrama
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ii) usando la suma aritmética (o suma de Gauss).

iii) usando el principio de induccién.
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6. (Suma de cuadrados y de cubos) Probar que para todo n € N se tiene

D iz_Q: nin+1)(2n+1) i) if,: n%(n+1)>2
o 6

7. Probar que para todo n € N se tiene

n

; 2 ,
i=1 =1
n

i) > (2i+1)37" =n3" V) ﬁ nt =2"(1 - 2n)

?

3l
-
Il
-

i 20 _ontl
(G(+1)(E+2) n+2

iii)
=1

) —1)"n(n n i — a2
D w [+ ) =12 e

8. Sea a,b € R. Probar que para todo n € N, a™ — 0" = (a — b) Zaiilb"*i. Deducir la férmula de la

i=1
o gt -1

. 7 . . 1 __
serie geométrica: para todo a # 1, E Q= ——-

a—1
i=0

9. i) Sea (an)nen una sucesién de nimeros reales. Probar que E (ait1 — ai) = Gpy1 — aq.
i=1
1 1 11
ii) Calcul —F (S ia: =-— .
ii) Calcular ;:1 D) (Sugerencia GaD i i+ 7)

n

iii) Calcular Z

i=1

1 s - cadoudar ) 1 )
(227 1)(2’L+ 1) ugerencla: calcular 2 —1 21+1 .

10. Probar que las siguientes desigualdades son verdaderas para todo n € N

i) 3" 45" > 2n+? ) i _nt3
v
ii) 3" > n3 217 4
i L] 1
<1 —1 Lo
iii) 2; i1 +n(n—1) vi) Zz' <2 1
i= 1=1
_)2"¢< .,)ﬁ4¢—1>1
1 — n 11
’ i:n2l_ ' =1 nti "~

11. i) Sea (an)nen una sucesién de ntmeros reales todos del mismo signo y tales que a,, > —1 para todo

n € N. Probar que

n

i=1 i=1

En qué paso de la demostracién se usa que a,, > —1 para todo n € N? ;Y que todos los términos

de la sucesion (a,)nen tienen el mismo signo?

ii) Deducir que si a € R tal que a > —1, entonces (1 +a)” > 1 + na.

12. Probar que

FCEyN - UBA
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i) n!>3n1 > " 3
i) nl 23", Vn 25 i) 5 <6n-5 Yn>3
i) 3" —2" > n3, Vn>4 i=1 il

13. Hallar todos los valores de n € N tales que n? + 1 < 2",

14. Probar que para todo n > 3 vale que

-3
i) la cantidad de diagonales de un poligono de n lados es %
ii) la suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados es w(n — 2).

Recurrencia

15. i) Sea (ap)nen la sucesién de nidmeros reales definida recursivamente por
a; =2 y an+1:2nan—|—2”+1n!, VneN
Probar que a,, = 2" n!.
i) Sea (an)nen la sucesién de niimeros reales definida recursivamente por
a; =0 y py1 =ap +nBn+1), VneN
Probar que a,, = n?(n — 1).

16. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones (a,)nen definidas recursivamente a
continuacion y probar su validez.

Yar=1y apn1 =1+ /a,)? VneN iii) a =1 y apt1=nay, VneN
. 1
i) a1 =3 ¥ anp1=2a,+3" YneN V) a1 =2 y anp1=2-—, Vne€N

n

17. i) Sea (an)nen la sucesién definida por

a1=1y apy1=a,+n-nl, VneN

n
Probar que a,, = n!, y, aplicando el Ej. 9i), calcular Zz -l
i=1

ii) Sea (an)nen la sucesién definida por

ar=1 'y apy1=a,+3n°+3n+1, ¥neN

n

Probar que a,, = n® y, aplicando el Ej. 9i), calcular de otra forma Z i? (comparar con Ej 6).
i=1
18. Hallar una férmula para el término general de las sucesiones definidas recursivamente a continuacion
y probar su validez.
i)ar=1, a2=2 y apra=naps1+2(n+1a,, VneN
i) ag =1, as=4 y apy2=4/apy1 +an, Yn €N
iii) ag =1, a2=3 y 2apt2=0apt1+a,+3n+5, ¥YneN
—Qp41 — 3 si m es impar

(n € N)

iv) ag=-3, ax=6 Opy2 =
) @ 2 Yo nt2 {an+1—|—2an+9 si n es par

FCEyN - UBA
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19.

20.

21.

22,

23.

Viag=1, a1=4 y apio=4apnt1—4a,, VneNy
i) Sea (an)nen la sucesién definida por
a1=1, a3=3 y api2=ans+1+ da, (neN)

Probar que a,, < 14 3"~! para todo n € N.

ii) Sea (an)nen la sucesién definida por

3 2n+1

ay = 17 Az = = 'V Qpy2 = Qp41 + n+2 (079

5 (n € N)

1
Probar que a,, > n + 3 para todon € N, n > 4.

Hallar una férmula para el término general de las sucesiones definidas recursivamente a continuaciéon
y probar su validez.

n

. 1 1
i) a=g y an+1=2(1—;ai>,VnEN.

2a,_1 sin impar
i) ap=5 'y an=41 , , VneN.
ga% si n par

Sea f:R —{0,1} — R — {0, 1} definida por f(z) = L-. Paran € N se define:

fr=fofo-of
| S —

n veces
Probar que f3*(z) = x para todo k € N.

Probar que todo nimero natural n se escribe como suma de distintas potencias de 2, incluyendo
20 =1.

Probar que para cualquier n € N si se tienen nimeros ai,as,...,a, y se desea calcular su producto,
entonces sin importar cémo se inserten los paréntesis en el producto, se requieren exactamente n — 1
multiplicaciones para calcularlo.

Comentarios:

e Recordar que la multiplicacién es una operacién binaria: estd definida para dos numeros.

e Si queremos multiplicar tres nimeros a, b, ¢, el enunciado afirma que se requieren dos productos.
En efecto, se puede hacer a - (b-¢), o bien (a-b) - c.

e Si queremos multiplicar cuatro numeros a, b, ¢, d, el enunciado afirma que se requieren tres pro-
ductos. En efecto, se puede hacer ((a -b) ~c) -d, o bien (a . b) . (c'd), o bien (a (b- c)) -d, o bien
a-((b-c)-d),obiena-(b-(c-d)).
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