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Disclaimer:
Dirigido para aquél que esté listo para leerlo, o no tanto. Va con onda.

iRecomendacion para sacarle jugo al apunte!

Estudiar con resueltos puede ser un arma de doble filo. Si estés trabado, antes
de saltar a la solucién que hizo otra persona:

B0, Mirar la soluciéon ni bien te trabas, te condicionas pavlovianamente a no
pensar. Necesitas darle tiempo al cerebro para llegar a la soluciéon.

B9, Intenta un ejercicio similar, pero mas facil.
£0; ;No sale el facil? Intentd uno atin mas facil.

B0, Fijate si tenés un ejercicio similar hecho en clase. Y mira ese, asi no quemas
el ejercicio de la guia.

£9. Tomate 2 minutos para formular una pregunta que realmente sea lo que
no entendés. Decir ‘no me sale’ P+. Escribi esa pregunta, vas a dormir
mejor.

Ahora si mir4 la solucion.
Si no te salen los ejercicios faciles sin ayuda, no te van a salir los ejercicios
mas dificiles: Sentido comiuin.
iLos mas féciles van a salir! Son el alimento de nuestra confiaza.
Si miras miles de soluciones a parciales en el afan de tener un ejemplo hecho de
todas las variantes, estés apelando demasiado a la suerte de que te toque uno
igual, pero no estds aprendiendo nada. Hacer un parcial bien lleva entre 3 y 4

horas. Asi que si vos en 4 horas "hiciste" 3 o 4 parciales, algo raro debe haber.
A los parciales se va a pensar y eso hay que practicarlo desde el primer dia.

Mira los videos de las tedricas:
de Teresa que son buenisimos @.
Videos de practicas de pandemia, complemento extra:

Practicas Pandemia @.

Los ejercicios que se dan en clase suelen ser similares a los parciales, a veces
mas dificiles, repasalos siempre Just Do IT e

Eh, loco, fatalista, distopico, relaja un toque te vas a quedar (mas) pelado... SIS va a salir todo bien!


https://www.youtube.com/@AlgebraIC-gu7oc/videos
https://www.youtube.com/playlist?list=PLEtdiZTXB5c5e9BOcqbnROTHevanNfz6U
https://www.youtube.com/watch?v=ZXsQAXx_ao0
https://www.youtube.com/watch?v=4k2PJFPu57Y

Esta Guia 7 que tenés se actualizo por tltima vez:
17/03/26 @ 09:19
Escaned el QR para bajarte (quizas) una version mas

nueva.

El resto de las guias repo en github€) para descargar las guias
con los tdltimos updates.

Si querés mandar un ejercicio o avisar de algin error, lo mas
facil es por Telegram @.



https://github.com/nad-garraz/algebraUno/blob/main/7-guia/7-sol.pdf
https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://t.me/+1znt2GV1i8cwMTNh
https://t.me/+1znt2GV1i8cwMTNh
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Notas teodricas:

o Operaciones:

1

n .
+: Sean f,g € K[X]con f= > a; X"y g=
=0

1

b; X!
=0
— f4g=) (ai+b)X' €K[X]
i=0

n

-+ Sean f,g e K[X] con f=>aX'yg=7> b;X’

=0 7=0
n+m
= f9= > (X ab)X*eK[X]
k=0 i+j=k

o Algoritmo de division:
f,g € K[X] no nulos, existen tnicos ¢ y R € K[X] tal que
f=4-9+R
con gr(R) < gr(f) o R=0.

o Raiz de un Polinomio:

aesraizdef(z)X—a’f<:>f:q-(X—a)

o Mdzimo comun divisor:

Polinomio, (f : g) € K[X], ménico de mayor grado que divide a ambos polinomios en K[X] y vale el algoritmo
de Euclides.

o (f:9)|f v (f:9)]g
o f=(f:9)kr v g=(f:9)-kg con ky y kgenK[X]
o Dos polinomios son coprimos si (f:g) =1 <= f#g

o Raices multiples:

Sea f € K[z] no nulo, y sea a € K. Se dice que:
o Cuando f tiene una raiz multiple:

a es raiz miltiple de f <= f = (X —a)?q
f=(X-a)-q, congeK[X] y g(a)=0.

o Cuando la raiz no es miiltiple, es simple cuando:
"
« es raiz simple de f <:>(X—a)‘f y (X—a)QXf
f=X-a)-q congeK[X] y gla)#0.

Prestale atencion a los ! porque sino la vas a cagar.

o Sea m € Ny. Se dice que « es raiz de multiplicidad (exactamente) m de f, y se nota:
mult(a; f) =m < (X —a)™| f,
y también
(X _ a)m-‘rl * f
O equivalentemente,

f=X—-a)" con qeK[X], y qla)#0.

©);Aporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.


https://github.com/nad-garraz/algebraUno
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© Raices y MCD:
Sean f, g € K[X]| no ambos nulos, y o € K: Esta se usa bastante.

= fla)=g(a) =0=(f:9)(@) =0
o « es rafz multiple de f si y solo si:
fl@)=0 y f(a)=0<= aesraizde (f:[f) <= X —al|(f:[f)
o La multiplicidad m de una raiz, sera m — 1 en la derivada:
mult(a, f) = m <= f(a) =0 y mult(a; f) =m—1
o Relaciéon entre la multiplicidad de una raiz de f y sus derivadas:

fla) =0
mult(a; f) > m :
mult(a; f) = m <~ f(mfl)(a) -0

mult(a; f) =m } f™ (@) # 0 la m-ésima derivada no se anula.
Todo ese quilombo de cosas lo que dice es por ejemplo, que si tenés una raiz « de f

"
triple entonces la tercera derivada NO PUEDE SER 0, f" () # 0.
Pero tanto la funcion, su primera y segunda derivada DEBEN SER 0, f(«) 2 () 2 () 20

o Lema de Gauss:
Sea f = ap, X" + -+ +ag € Z[X] con ap # 0. Si § € Q[X] es una raiz racional de f,cona y B€Z
coprimos, entonces o |ag y B an.

El Lema de Gauss implica que en el conjunto de fracciones irreducibles % estan todas las raices racionales
de f.

e Polinomios irreducibles:
Sea f € K[X]

o Se dice que f es irreducible en K[X] cuando f ¢ K y los tnicos divisores de f son de la forma g = ¢
0 g = cf para algin ¢ € K*. O sea f tiene tnicamente dos divisores monicos (distintos), que son 1y

f
cp(f)
o Se dice que f es reducible en K[X]| cuando f ¢ K y f tiene algtin divisor ¢ € K[X] con g # c y
g # cf, Yee K*, esdecir f tiene algun divisor g € K[X] (no nulo por definicion) con 0 < gr(g) < gr(f).

@) Errores? Avisa acé asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.


https://t.me/+1znt2GV1i8cwMTNh
https://github.com/nad-garraz/algebraUno/blob/main/7-guia/7-sol.pdf
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Ejercicios de la guia:

1.
i)
ii)

iii)

Calcular el grado y el coeficiente principal de los siguientes polinomios en Q[X]:

(4X% —2X54+3X2-2X +7)77,
(=3XT+5X3+ X2 - X +5)1 - (6X*+2X3+ X —2)7,

(=3X°+ X* - X +5)* - 81X%0 + 19X,

i)

ii)

iii)

coeficiente principal: 477

grado: 6-77
coeficiente principal: (—3)* — 67 = —279.855
grado: 28

coeficiente principal: (—3X° + X* — X +5)* + —81X20 4 19x1
f g

Cuando sumo me queda:
ep(f*) = eplg) = (=3)" =81 =0,

esto quiere decir que no sé cual es el coeficiente principal, porque el 0 estd matando al término X2°. Tengo
entonces gr(f*+g) < 20

Calculo el cp(f4 +g) con gr(f4 +g) =19.
Laburo a f:

fA=(-3X54+ X - X +5)*=(-3X"4+1X* - X +5)?- (-3X°4+ X* - X +5)2

20
2= kZO ( > kai . bj> X* con a; y b; los coeficientes de f? y el otro f? respectivamente
=0 \itj=
20 &
Z E ai-bj X
k=0 \itj—Fk

En esa sumatoria fea, solo me interesa el término con k = 19

Z aiijlg % (ag . b10 + aio - bg)Xlg *: 2. ag - bl()Xlg
i+j=19 )

Hay que resolver esas ecuaciones. Primero a ojimetro saco big:
bio=(-3)?=9
ag no es tan facil. Hay que volver a usar > f-gen k=9:

10 . 2
ffzz Z ¢ - dj Xk _aueroel Z Ci-degz((;,,1-(]5—0—(':5-d4)X9§(2-(:,1-(]5)X9

término k =9 4=
k=0 \i+j=k i+35=9

Parecido a antes primero calculo d5 y ¢4 a ojimetro:

Vuelvo el foco a ag:

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.


https://github.com/nad-garraz/algebraUno
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Los coeficientes principales:

{ ep(ft) =2-(—6)-9=—108 Llep(Ftg) = —89] v

cp(g) =19

1

#': Sabemos que el gr(f*) = 20 = gr(f?) = 10. Viendo las posibles combinaciones al multiplicar 2
polinomios de manera tal que los exponentes de las X sumen 19, es decir X’ - X7 = X9 con 4,5 < 10 solo
1=10,7=9
puede ocurrir cuando los exponentes
1=9,j=10

#°: Porque estoy multiplicando el mismo polinomio, a; = b;. Pero lo dejo distinto para hacerlos visualmente
mas genérico.

: Idem ' para el polinomio f

grado: 19

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

2. Calcular el coeficiente de X?° de los siguientes polinomios

) (XB+ X0 1)(XP+ X4+ X34+ X2+ X +1)en QX] yen (Z/27)[X]

)

ii) (X —3i)133 en C[X]

i) (X — 1)*X +5)1 + X33 —5X20 4 7 en Q[X]
)

iv) X(X5+4)" en (Z /57)[X]

i) Expandimos el polinomio y nos fijamos:
(X18—|—X16+1)(X5—|—X4+X3—|—X2—|—X+1) :X23+X22+2X21+2X20+2X19+3X18+X17+X16+Xs+X4+X3+X2+X+1

Para Q[X] el coeficiente es 2 y para (Z /2Z)[X] es 0 pues 2 =0 (2)

ii) Consideramos el binomio de newton:

(a+b)" = i (B)ak - bn*

Aplicamos el binomio a el ejercicio:

(X + (_32-))133 — % (123)Xk . (—3i)133_k
k=0

Ahora queremos ver el coeficiente de X2°, es decir cuando en la sumatoria k = 20, se ve que el coeficiente

133
que acompana a la X es < 20) S(=3)H3

iii) Consideremos el binomio de newton para los primeros dos términos:

4 19 . .
(X = DX +5)1 = 50 () X*- () 3 () X7 5197
k=0 j=0
@ Errores? Avisa aci asf se corrige y ganamos todos. Ir a indice 1

COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.


https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://t.me/+1znt2GV1i8cwMTNh
https://github.com/nad-garraz/algebraUno/blob/main/7-guia/7-sol.pdf
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Nos interesa cuando el coeficiente de la X sea 20, es decir las combinaciones de k y j tal que k + j = 20 Esas
posibles combinaciones son (j, k) = (19,1), (18,2), (17, 3), (16,4).

Caso (19,1): () X1 - 519719 () X1 (—1)+1 = —4x%
Caso (18,2): (j9) X8 - 519718 . () X2 (—1)*72 = 570X %
Caso (17,3) : G?)X 7. 519-17 (‘3")X3 S (—1)43 = —17100X2°
Caso (16,4) : (j5) X160 519716 (D) X4 . (—1)4* = 121125X %

Luego comparando el resto de coeficientes de X20 del polinomio tenemos que los coeficientes suman:

—4 4570 — 17100 4 121125 — 5 = | 104586

iv) Del polinomio nos interesa solo la parte de la derecha cuando el coeficiente de X sea 10, asi al multiplicarse
por el X' el grado se hace 20.

Hacemos la expansion binomial:
7
(X2 4)7= 32 ()x°) a7

5
Queremos k = 2, ahi el coeficiente de X'° seria (;) 45 = 211024 = 21504 (E) 4

Finalmente ese coeficiente que acompana a X'° se multiplica por el otro X', siendo el coeficiente de X?V.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

sigfripro (»]

3. Hallar, cuando existan, todos los f € C[X] tales que:
i) fP=Xf+X+1, i) (X +1)f2=X%+XFf,

i) 2 Xf=-X2+1, V) fAO0 ¥ fS=a(f) X

i) La ecuacion se tiene que cumplir para todo valor de X, asi que no es cuestion de buscar algin valor para el
que la igualdad se cumpla. Acomodo la ecuacion:

P=Xf+X+1a (-1 f+)=X-(f+) S (f+1)-(f— (X +1) =

Eso ultimo es una igualacién de polinomios, donde el polinomio del miembro derecho es g = 0. Entonces,
para que se cumpla esa igualdad para todo valor de X, el miembro izquierdo también tiene que ser 0 para
todo valor de X. Eso ocurre cuando:

f=-1 o f=X+1
ii) Mirando la ecuacién se puede calcular el grado que deberia tener f:

& (Puede ser gr(f) =07
f=k = K -X -k=-X?+1,

No cierra el tema del grado. Para que un polinomio sea igual a otro, estos deben tener igual grado.

&) ;Puede ser gr(f) =17
f=bX+c = *X+2bcX +c—bX2+ Xc=—-X?+1,

en el miembro izquierdo se cancelan los términos cuadraticos, por lo que nuevamente no voy a poder
tener un polinomios iguales en ambos miembros de la ecuacién.

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.


https://github.com/sigfripro
https://github.com/nad-garraz/algebraUno
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&) (Puede ser gr(f) =27
F=aX24bX +c= (aX2+ 02X +0)2 — X(aX2+bX +¢) = —X2+1,
Aca nos queda el miembro izquierdo con gr(4) y el izquierdo con gr(2), asi que no hay f, bla, bla, bla.
g (Puede ser gr(f) > 37. Dirfa que no por razones muy interesantes.

iii) En este caso se puede ver que el miembro izquierdo va a tener siempre grado impar. Para que el miembro
derecho tenga grado impar, necesito que f sea algo que cancele el X6

ar(X +1)- f2) = gr(X - (X° + f) ar(X +1) + gr(f2) = gr(X) - gr(X° + f) <> 2 gr(f) £ ax(X® + f)
T

Analizamos la ultima ecuacién para distintos grados:

siogr(f)<5 = g(X°+f)=5
siogr(f)=5 = g(X°+f)<5
siogr(f)>5 = gr(X°+f)=gr(f) «

Entonces no tenemos un valor para el grado de f en el que haya un balance en la ecuacion «', porque:

#° El miembro derecho de #' tendria un valor par asi que descartado.
El miembro derecho de ' tendria un grado igual a 10 asi que descartado.

#" El miembro derecho de ' tendria un grado del doble que el polinomio del miembro izquierdo.

iv) Si f #0:
P=er(f) X2 < (P —e(HXD) =0

Como por enunciado f # 0, para que el miembro izquierdo sea 0, necesitamos que:
(f* = er(f)X?) = 0 gr(f?) = gr (er(f) - X?) =2&2g1(f) =2&g1(f) = 1
Entonces gr(f) =1 = f = aX, evaltio en la ecuacion del enunciado para averiguar el valor de a:

a=1
y

sif#0
= a#0

- X3=1-X?aX=aX?<a-(a*-1)X*=0
—1

a
Por lo tanto los polinomios f que cumplen son:
f=-X vy f=X

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Ramiro E. €)

4. Hallar el cociente y el resto de la divisiéon de f por g en los casos
i) f=5X*+2X3 - X +4yg=X2+2en QX], RIX], C[X],
i) f=4X1+X3—4yg=2X?+1en QX]|,RX], C[X]y (Z/7Z)[X],
i) f=X"-1yg=X—1en Q[X], RIX], C[X]y (Z/pZ)[X]

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.


https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://github.com/RamaEche
https://t.me/+1znt2GV1i8cwMTNh
https://github.com/nad-garraz/algebraUno/blob/main/7-guia/7-sol.pdf
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1
) 5X4 +2X3 -X +4|X*+2
— 54 —10X? |5X%+2X — 10
2X3 —10X2%2 — X
—2X3 —4X
—10X2-5X +4
10X72 +20
—5X +24

Resultado valido para Q[X], R[X], C[X]
i)

4X1 4+ X3 —4[2X%+1
—4Xx14 —2X? 2X2+3X -1
X? —2Xx?
- X3 —1X
—2X%2-1X —14
2X? +1
—1X-3

Resultado valido para Q[X], R[X], C[X]
EnZ/pZ —4X*+ X3 —4=(2X?+1) - (2X?>+4X +6)+ (3X +4)
—_——

q[X] rX]

iii) Después de hacer un par iteraciones en la division asoma la idea de que:

n—1 )
Xn —1= (X - 1) . J;O X] + 0 5 (que es la geométrica con X # 1)
N—— T[X]
q[X]
Induccion: Quiero probar que:
n—1 '
p(n): X" —1=(X-1)-) X/ ¥neN
=0
Caso base: -
p1): X' —1=(X-1) ¥ XI — p(1)
=0
N——
X0=1

Entonce, p(1) es Verdadero
Paso inductivo.

Asumo que:

k-1
p(k): XF —1=(X—-1)- 3 X7 es Verdadera.
5=0

hipotesis inductiva
Entonces quiero probar que:

plk+1): XM _1=(Xx-1)-) X/

<.
I M??.
(e

también lo sea. Arranco las cuentulis:

k . k—1 . i
(X-1) S X =(X-1) (X X4+ X =(X-1)- S X+ (X —1)-XFZ xk 14 Xkl xk = xk+l_q
§=0 5=0 §=0
©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1

La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.


https://github.com/nad-garraz/algebraUno
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Dado que p(1), p(k) y p(k + 1) resultaron verdaderas por el principio de inducciéon también sera verdadera

p(n) Vn e N

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

5. Determinar todos los a € C tales que
i) X34+ 2X?2 42X + 1 sea divisible por X2 +aX + 1,
i) X*—aX3+2X%+ X +1 sea divisible por X2 + X + 1,

iii) El resto de la division de X° — 323 — 22 —2X + 1 por X2+ aX + 1 sea —8X + 4.

i) Haciendo la division de X3 + 2X?2 4+ 2X + 1 por X2 + aX + 1, se tiene que:

X3 42X 42X +1=X-a+2)(X?4+aX+1)+(a®>-2a+1)X +a—1
resto

Asi, para que X3 4+ 2X2 + 2X + 1 sea divisible por X2 + aX + 1 tiene que ocurrir que el resto sea 0.
O sea,

X2+ aX 41| X342X2 42X +1 <= (i®*—2a+1D)X +a—-1=0
a’?—2a+1=0
a—1=0

Analizo las ecuaciones:

ea—1=0+=a=1
e d2—24+1=02=4512_92.141=1-241=0

Luego, el valor de a € C tal que X3 4+ 2X2 +2X + 1 es divisible por X?+aX +1es a=1.

11) ®... hay que hacerlo! @

Si querés manda la solucién — al grupo de Telegram °, o mejor aun si querés subirlo en IATEX— una pull request al O

iii) Haciendo la division de:
X5 -3X%3 - X?-2X +1por X2+ aX +1,

se tiene que:
resto

X5 3X% X2 2X+1=q (X2+aX +1)+7
g = (X3—aX?+(a®>-4)X —a®>+5a—1)
con 4 2 3
r o= (a*—6a"+a+2)X +a’—5a+2.

Ahora viene la igualacion de polinomios para encontrar ese valor de a:

r=-8X+4 <= (a*—6a’+a+2)X+a®>—5a+2=-8X+4
{ a*—6a®+a+2=-8
<~

a’—ba+2=4
at—6a®+a+10 = 0«
a®—5a—-2 = 0«
Analizo las ecuaciones:
@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T

COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.


https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://t.me/+1znt2GV1i8cwMTNh
https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://t.me/+1znt2GV1i8cwMTNh
https://github.com/nad-garraz/algebraUno/blob/main/7-guia/7-sol.pdf
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#* a®—5a—2=0&a(a®-5) —-2=0
Veo que a = —2 es solucion, por lo que divido a® — 5a — 2 por a + 2 con Ruffini:

1 0 -5 =2
2 4 2

1 -2 -1 [0

-2

Por lo que:
a®—5a—2=(a+2)(a*—2a—1).

Busco las raices de a? — 2a — 1 con la férmula resolvente:

2+ /(22 —4-(-1)
(Z+7_: 2
2448
2
=14+2

Por lo que:

a= -2
a>—5a—-2=(a+2)(a—14+V2)(a—1-v2)=0 <= < a=1++2
a=1-—+2

#*' a* —6a®+ a + 10 = 0. Me fijo que valores de a obtenidos antes verifican:
—Sia=-2 = (-2)*-6(-2)2-2+10=16-24—-2+10=0 v
—Sia=14+v2 = (1+V2)*-6(1+v2)?2+1+vV2+10=10++2#0
—Sia=1-vV2 = (1-vV2)*-6(1-v2)2+1-v2+10=10—+2+#0

Luego, el tinico valor de a € C tal que el resto de dividir a X® — 323 — 22 — 2X + 1 por X% 4+ aX + 1 sea
—8X 4+4es a=-2

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
Autor original @3 naD GarRaz €)

6. Definicion: Sea K un cuerpo y sea h € K[X] un polinomio no nulo. Dados f,g € K[X], se dice que f es
congruente a g moédulo h si h ‘ f —g. En tal caso se escribe f =g (h).

i) Probar que = (h) es una relacion de equivalencia en K[X].

)
ii) Probar que si fi = g1 (k) y f2 = g2 (h) entonces fi1 + f2 = g1+ g2 () fi- f2=g1- g2 (h).
iii) Probar que si f =g (h) entonces f™ = ¢g" (h) para todo n € N.

)

iv) Probar que r es el resto de la division de f por hsiy solosi f=r (h) y r=0 o0 gr(r) < gr(h).

i) uff...  Para probar que esto es una relacion de equivalencia pruebo que sea reflexiva, simétrica y transitiva,
e reflexiva: jEs f congruente a f moédulo h?
f=f(h) <= h|f-f=0< h|0

La relacién es reflexiva, porque todo polinomio divide al 0.

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.
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o simétrica: Si f =g (h) < g=f (h)

f=g(h) = h|f-g<=h|-(g—f) = hlg—f = g=7(h)

L

{ hif-—9 FR+R { h}f_g
-Pp

La relacion es simétrica.

e transitiva: Si

1y
B
z
~
I
i

h g—p — Fo
También resulto ser transitiva.
Cumple condiciones para ser una relacion de equivalencias en K[X]
i) Si
{ fi=g (h)
fo=g2 (M) 7

entonces
fizg(h) <= h|fi—g=h|fo-(fi—q) < fi-fo=q-fo (h) L= fi-fo=g1- g0 ().
Y asi queda demostrado.
iii) Induccion: Quiero probar que:

p(n): Sif=g((h) = f"=g" (h) VneN.

Caso base:

Por lo tanto p(1) resultoé verdadera.

Paso inductivo:

Asumo que para algin k£ € N:
p(k) : f* = g* ()
—_—
hipétesis inductiva

es verdadera, entonces quiero probar que para k + 1:
plk+1): fF* = g™t (n)
también lo sea.
fr=gt () = n|ff - gt = R f (- gh) = = f g () S P =g ()

De esta manera p(k + 1) también es verdadera.
Finalmente p(1),p(k) y p(k+ 1) resultaron verdaderas y por el principio de induccion p(n) es verdadera
Vn € N

iv) Quiero probar que:
f=d-h+ref=r(h)A@r=0Vgr(r) <gr(h))

(=)
def o
f=d-h+r<— f=r(h)
Por hipotesis r es el resto de la divisién, por condicién de resto se va a tener que cumplir que:
r=0 o gr(r)<gr(h)
@) Errores? Avisa acé asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T

COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.
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(<) Tenemos dos casos que ver: f=7r (h)Ar=0y f=r (h)Agr(r) < gr(h).
Notar que el caso en el que el V incluya las dos condiciones ya esta tomado en cuenta cuando r = 0
pues si eso ocurre automaticamente gr(r) < gr(h).

f=r(hW)Ar=0 = f=d-h+r

Cuando r = 0, la congruencia va a ser f = 0 (h), luego por definicion de la congruencia se llega a que
f=d-h+0
f=r(h)Agr(r)<gr(h) = f=d-h+r

Por definicion de la congruencia llegamos a que f = d - h + r, luego sabemos que gr(r) < gr(h) es la
condicion que tiene que tener el resto (por definicion), luego r es el resto, como se queria ver.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) sigfripro (»]

7. Hallar el resto de la divisién de f por g para:

i)

i) f= X104 X404 X204+ 1yg=XO+1en QX], RIX], C[X] y (Z/pZ)[X]

i) f= X290 _3X100 49 vg=Xx100_ X 1+1enQX], RIX], C[X],

iv) f = X3016 1 ox1833 _ X174 4 X137 L ox4 X341, yg= X"+ X3+ X2+ X +1en QX], R[X], C[X]
ugerencia ver 4. iii))).

S

i) Busco una expresion para sustituir luego en la definicion de division:

MPELCS def, 431 _ 2=0 (X -2)eXx3 =2 (g«

Ese resultado se puede usar asi:

F=XP X 1= ()N =2"X" - X ~1 (g)
(g)
*1
Finalmente:

rg(f) =2"X"2 - X -1

ii) Al igual que antes:

g9 <L X0 +1=0 (X0 +1) o X0 =—1 (g)#
Puedo usar eso asi:
f — Xx'1000 + x40 4 X20 +1
— (X6)166X4—|- (X6)6X4+ (X6)3X2 4 1
(%1) X4+ X -X?24+1=2X4-X?+1
*
Finalmente:
ro(f) =2X* - X2 +1
Qué onda en Z /p Z| X]?
sip=2—|X2+1
sip>2—=[2X 4+ (p-1)X2+1
iAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. r al indice
OiA i dando ejercici 1 i do si Ir al indice 1

La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.
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iii)
dla def X100 _ X 41=0(XY_X+1)eX0=X_1 (g«

Sopa

p fo= X200 _3x101 49
= (X100)2 _3x100x 4 9
(%f (X -12-3(X-1)X +2
*

Tonces:

r(f) = (X —1)? = 3(X —1)X +2

iv) Usando la sugerencia: Del ejercicio 4.iii) sale que:
n—1
Xt—1=(X-1)-) Xx*
k=0

Conn =5:
X5-1 = (X-1)(X*+X3+X2+X+1)

gk!
|

: 5 — 2
= XP=1 (9)«
Tg(X5)

Usando ese resultado de congruencia, reescribo f:

f — (X5)603X 4 2(X5)366X3 _ (X5)34X4 4 (X5)27X2 4 2X4 _ XS +1
(% X+2X3 - X1+ X2 42X - X341 (g9)
*
XA XO X2 X 1=k
(9)
RO
Finalmente:
f=01(g)
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) M Poncini €)

8. Sea K un cuerpo. Seann € Ny a € K.
i) Probar que X —a|X™ —a" en K[X].
ii) Probar que si n es impar entonces X + a ’ X"+ a™ en K[X].
iii) Probar que si n es par entonces X + a ! X" —a" en K[X].

Calcular los cocientes en cada caso.

i) Pruebo por induccién:
p(n):X—a}X”—a” enK[X] Vn € N.

Caso base:
])(1):)(—6lel —a'

@) Errores? Avisa acé asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.
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El caso p(1) es verdadero.

Paso inductivo: Asumo que
p(k): X —a|XF —a”

hipétesis inductiva

es verdadero. Entonces quiero probar que
p(k+1): X —a ‘ XL gkt

también lo sea.

Arranco haciendo a mano la divisiéon a mano del caso k + 1 en la primera iteraciéon tengo que:

Xl"Jrl—al"Jrl = Xk-(X—a)—i-an—akJrl HI Xkt1l_gk+1 Xk(M G'M)
= Xt (X —a)+a-(XF—d") ZmaM (x—a) X-a — X T x=

Ese tltimo paso muestra que X — a ‘ XFH— gt entonces p(k + 1) también es verdadera.

Dado que p(1),p(k) y p(k+1) resultaron verdaderas por criterio de inducciéon p(n) también lo es Vn € N.

ii) Por induccion nuevamente:

p(n): X +al X2+ L g2kl en K[X] VE € Ny

Caso base:
p(0) :X—l—a’Xl—l—a1
El caso p(0) es verdadero.

Paso inductivo: Asumo que
p(k‘) X +a | X2k+1 _|_a2k’+1

Ve
hipétesis inductiva

es verdadero. Luego quiero probar que
p(k+1): X 4 a| X2EHDHL 4 2D x2k43 2643

sea verdadero tambien.

Acé la idea es similar al item anterior, hacemos una divisién a mano y luego agrupamos y aplicamos la
hipétesis inductiva, para la cual necesitamos de exponente 2k + 1 pero tenemos 2k + 3, entonces en vez de
dividir por X + a, dividimos por X2 — a2.

X 2k+3 4 a?kt3 = x2k+1., (X2 _ a2) + q2k+3 4 X2k+1 . 42
X2k+1 . (X+(1)(Xfa)+a2 . (XZM 1 +(12A')1)

Aplicando la hipotesis inductiva se ve que el caso p(k 4 1) es verdadero. Luego p(k) es verdadera Vk € Ny,
como se queria probar.

iii) Procedimiento igual a los anteriores:
p(n) :X+a|X2k—a2k en K[X] Vk e N

Caso base:

p(1): X +a|X?—a*= (X —a)(X +a)

El caso p(1) es verdadero. Asumo que

p(k) : X +a| X% — a2

hipoétesis inductiva

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.
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es verdadero. Luego quiero probar que

plk+1): X —|—a|X2k+2 — a%k+2

X2k _ a2k — X2k: . (X2 o a2) _ a2k+2 4 a2 X X2k
X% (X —a)(X +a)+a® (X2F o)
Aplicando la hipotesis inductiva se ve que el caso p(k + 1) es verdadero. Luego p(k) es verdadera Vk € N,
como se queria probar.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

naD GarRaz €) sigfripro €)

9. Calcular el maximo comun divisor entre f y g en Q[X] y escribirlo como combinacion polinomial de f y g
siendo:

) f=X+X3—6X24+2X+2,9g=X"—X3— X241,
i) f=X0+ X4+ X241, 9=X3+X,

iii) f=2X%—4X54 X4 4+4X3 - 6X2+4X +1,9=X>-2X*+2X? -3X +1,

i) Hacemos la division hermosa de polinomios:

X5 +X3-6X?+2X +2[ X - X3 -X?+1
- XP 4+ Xt 4+ X8 -X  |X+1

X4 42X3 - 6X%2 + X +2

- X4 +x3 +Xx? —1

3X3-5X%2 + X +1

Todo muy lindo. Segtun Euclides:

(f:9)=(X*"— X3 - X24+1:3X% - 55X%2+ X +1)
g

Escribo a f en funcién de g:
f=(X+1)- (X' = X3 - X2 +1)+3X3 -55X2+ X + 1

Otra vez:

Xt -x3 -Xx? +1[3X3 -5X*+X +1

4 5 1 1 1 2

- Xt4+3x% —ix?2-1lx  |IX+2

2x3 —4x?2-1x 41

_§X3+ﬁX2_§X_z
3 9 9 9
2 v2 5 7
—2X?2-3X+1

y otra vez... 7:
3X% —5X% +X 41| -2x2-3x+1
3 15 y2 21 27 225
—-3x3 - 8Bx?2 2y | —Tx 4+ 25
—28X?2 + 28X +1
25 v2 125 175
XX
171 171
TX -

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.
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...da fuck is this?

IX?-SXx 41| X -
2v2 2 3 28
§X _§X ‘ 1539X 1539
_ZX+Z
Py 1
_ 9™ 9
0

Todo lindo:
X5+ X3-6X?+2X+2= (X'-X3-X%2+1) - (X+1) + (3X3 —5X2+ X +1)
X4—X3—X2+1:(3X3—5X2+X+)-( +2) +(-2x2-3X+79)
3XP—5X2+ X +1=(-2X2-3X+0) (- ZXx+2)+ (171X 1)
AR = (BN M) (- X - ) 40

El MCD sera el 4ltimo resto no nulo y mdnico:

(f:9)=X-1

ii) Este es mas humano:
X0+ X'+ X2+1=(X+X) - X3+ (X2+1)
X3+ X=(X*+1) - X 40

El MCD seré el tltimo resto no nulo y ménico:
(fig9)=X+1
El MCD escrito como combinacién polinomial de f y g:

X241l=f-14g-(—X3)

iii) Euclides nuevamente:

2X0 —4X5 + X +4X3 —6X? +4X +1=(X°—2X"+2X? - 3X +1) - 2X + (X' +2X +1)
X5 —2X*42X?-3X+1= (X'4+2X+1) - (X-2) +3
Xt+2x+1= 3 - (Ix'+2x+1) +o

El MCD sera el dltimo resto no nulo y mdnico:

(f:9)=1

El MCD escrito como combinacién polinomial de f y ¢:

1 1
1:§g-(2X2—4X+1)—§f-(X—2)

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

10. Sea f € Q[X] tal que f(1) = —2,f(2) =1 y f(—1) = 0. Hallar el resto de la division de f por X3 —2X? —
X +2.

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.
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En general P € K[X] = el resto de dividir a P por X —a es P(a), es decir:

P=Q (X —a) con @ € K[X]

T
P(a)
A ver con lo que nos dieron en el enunciado:
f(X)=q(X)- X3 —2X2 - X +247(X) con gX)=(X-2)-(X-1)-(X+1) vy r(X)=aX?>+bX +c,
9(X) hf

hay que notar que 7(X) cumple condicion de resto, ya que el gr(r) < gr(g). Y ese g nos queda hermoso para los
valores del enunciado como habras (o no) notado.

F1) = 1) g r(1) = 2 r() = atbtem—2
f2) = a2 g2+ @) o el @) —dat2re=1

F=1) = q(-1) g—trtr(-1) = 0 r(-1)=a—b+c=0

Sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas. Resuelvo con matriz, porque pinta, pero es innecesario:

1 1 1]-2 100] 3
4 2 1|1 -1 01 0] -1
1 -1 1|0 00 1|-%
Por lo tanto el resto pedido es:
4 7
rX)=-X?>-X -~
3 3
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

naD GarRaz ()

11. Sea n € N, n > 3. Hallar el resto de la division de X2 4+ 3X"T! 4 3X" — 5X2 + 2X + 1 por X? — X en
Q[X].

Es parecido al ejercicio 107 Creo que si:

LX (X 1) (X +1) — f=q(X) g(X)+7(X) con gr(aX?+bX +¢) <2

{ F(X) =X 43X £ 3X" —5X2+2X +1 !
"
- r(X)

Evaltio para armar un sistemas:

f(0) = q(0) - g(0) +r(0) = 1
ey
f(1)=q(1)-g(1)+r(1)=5
=0
F(=1) = q(=1) - g(=1) +r(=1) = 14 3(~=1)" +3(-1)" =5 -2+ 1= =5
\ 5

Habemos sistemus de ecuaciunus para encontrar a r(X):

r(0)=c=1
r(l)=a+b+1=5ca+b=4
r(-1)=a—-b+1=-5a—b=—6

Nuevamente el uso de matrices es totalmente opcional. Entonces resuelvo para a y b, porque ya tengo c:
1 1| 4 1 1 4 1 0|-1 _ 9
() (2 ] 4 )30 3) o n= e

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.
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Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Olivia Portero ) Ramiro E. )

12. Hallar la forma binomial de cada una de las raices complejas del polinomio f(X) = X6 4+ X3 — 2.

Primera raiz a ojimetro:
flar=1)=0 <= f(X)=q(X) (X - 1) = (X -1 |f = 1, (f)=0

Busco ¢(X) con algoritmo de division.

X6 + X3 -2|X -1
- X°+X° | X°+ X'+ X3 +2X% +2X +2
X5
- X%+ X*
X4 +X3
_ yv4 3
Xt + X
2X°3
—2X342X2
2X2
—-2X2% 42X
2X —2
—2X +2
0

El cociente ¢(X) se puede factorizar en grupos como:
g(X) =X+ X1+ X3 +2X2 42X +2= (X2 + X +1) - (X3 +2).

Entonces las 5 raices que me faltan para tener las 6 que debe tener f € C[X] salen de esos dos polinomios. Salen
facil las del polinomio de grado 2:

— 1. V3

X4 X 41=0e 27733
053:_*_7

2 2

Resuelvo la ecuacion X3 + 2 = 0 usando la notacién exponencial del niimero complejo:
X =re¥?

Reemplazo y maquina de hacer chorizos:

as = 265 = 23 + i)
= as = V2" =32

{7“3:2—>7":\?ﬁ

30:7r—|—2k7r—>9:%—|—%77rconk;:0,1,2. }

%

)

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

13. Seaw = e 7. Probar que w + w? + w? es raiz del polinomio X2 + X + 2

Voy a usar los resultados para la familias de G,

6
w =0 (w#1
w e G7 — =0 )
wk = w'r7(k)
©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1

La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.
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Es cuestion de evaluar y rezar ¢. Tengo que f(X) = X2+ X +2y w + w? + w?* es raiz de f:

6
flw+w? +wt) = (w+w2+w4)2+w+w2+w4+2:’Llig+2w6+2w5+2w4+2w3+2w2+w+2;Q-ij =0

Listo efectivamente w 4 w? 4+ w* es raiz de f.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

14.
i) Probar que si w = ¢35 € Gs, entonces X2+ X — 1 = (X — (w+w™] [X — (w?+w?)].

ii) Calcula, justificando cuidadosamente, el valor exacto de cos(%’r).

iwj:() (w# 1)x”
=0

wk = wr5(k)*1

i) Voy a usar que si w € G5 =

X4+ X-1=[X-(wt+w )] [X - (W +w?)]=
X2 - (w?H+w )X - (w+w HX + (w+w Hw? +w?) =

*1
=X?-Xw+w?+w+w ) +w+w+w +wt=
*! *?
=X Xw+w+wd+uwh)+-1+l+w+w+wd+uw! =X - X(-1+1+wt+w?+wd+w!)—1=
*2 =0 =0
=X*+X-1 v
ii) Calculando las raices a mano de
—1+V5
2
X2+ X-1— y
—1-/5
2

Pero del resultado del inciso i) tengo que :

;2w sé que una raiz dada _ _ _
w=r¢e">s w+w ™t =w+W=2Re(w) =2 cos(%E) = Lt/5
la factorizacion es

——
cos >0, 0€[0,27]

21 —14++5
—|cos(—)=—""| V
5 4
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

naD GarRaz )

15.
i) Sean f,g € C[X] y sea a € C. Probar que a es raiz de f y g siy solo si a es raiz de (f : g).

ii) Hallar todas las raices complejas de X* 4+ 3X — 2 sabiendo que tiene una raiz en comitn con

X4 4+3X3-3X +1.

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.
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i) Hay que probar la doble implicacion:

=)

Siaesraizde fy g = { — (X —a) es una raiz comin = (X —a)|(f:g)

(<) El maximo comun divisor tiene los monomios de las factorizaciones comunes elevados al menor expo-
nente. Asi que por definicion:

(f:0)= (X —a)"

entonces X — a esté en la factorizacion de f y g.
No sé siento que la demo esa es muy circular. Sali6é pedorra.

ii) Usando lo que se demuestra en el item anterior, si dos polinomios f y ¢ tienen raices en comun, entonces
esas raices tienen que ser raices del (f : g):

Si
f=X*4+3X—-2 vy ¢g=X"+3X3-3X+1,
busco el (f : g):
Xt4+3X-2= (X*+3X*-3X+1) - 1 +(—-3X*+6X-3)
X1 4+3X3-3X4+1=(-3X34+6X-3) - (—3X—1)+ (2X? +2X - 2)
—3X34+6X -3= (2X2+2X-2) - (=3X+3) +0

Obtuve que:
(fr9)=X"+X~1
Las raices:
_ 1+v5
_1-/5
a9 = 3
A Por lo tanto esas raices son comunes a f y a g. A

Luego puedo escribir
Xt 43X -2=(X*+X-1)-(X*-X+2)

a3 =
Yy =

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

Y las raices de X2 — X + 2:

NI DN

o~

Tk
N IEN]

16. Determinar la multiplicidad de a como raiz de f en los casos
) f=XP-2X3+ X, a=1,
) f=X0-3X"+4, a=i,
i) f=(X-2*X?-4)+(X-23X-1), a=2,
)

f=(X-22%(X?-4)-4X-2)° a=2

En este ejercicio hay que hacer todo tipo de casos de factoreo:
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i) f=X°-2X34+X, a=1,

f = X°-2X3+X
X(X*—2X241)
= X(X?- )

= X(X -1D*(X +1)?

La multiplicidad de a = 1 como raiz es 2.

i) f=X0-3X*+4, a=i.

Si a = i es raiz, entonces —i también lo es en un polinomio R[X]:

X6 —3x+4 +4]1 X241
— X6 — x4 X4 —4Xx244

—4x4
4X* +4X2
4X2% 4+ 4
—4X2%2 4
0
f = (X24+1)(X*—4X%+4)
= (X +1)(X2-2)?
= (X)X — VX +/2)’
= (X =)' (X +49)(X —V2)*(X +V2)?

La multiplicidad de a = ¢ como raiz de f es 1.

i)
f=(X-22%(X? -4+ (X -23X~-1), a=2,
1

f:(X—2)3'((X+2)+(X—1))=2'(X—2)3(X+§)

La multiplicidad de a = 2 como raiz de f es 3

iv) f=(X-2)2(X?2—4) —4X-2)3 a=2,
f = (X—-2%X?-4)—4(x -2)3
= (X —2)2%(X - 2)(X +2) —4(X —2)3
= (X -23(X+2-4)
(X —2)*

La multiplicidad de a = 2 como raiz de f es 4

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz ) M Poncini ©)

17. Sea n € N. Determinar todos los a € C tales que f = nX""! — (n + 1)X" + a tiene solo raices simples en

C.
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Quiero raices simples, entonces laburo para que (f : f') =1
f=nX"""'—(n4+DX"+a v f=nn+1D)X"—nn+)X"=nn+ X" (X -1)
Sea « una raiz de f’, es decir:

a=1lconn=1x"

Pido entonces:

fl)=n—(n+1)+a#0& a#1
fO)=as a#0

Casoa=0,n=1:
f=X-(X—2) Tiene solo raices simples.

Caso a # 0, n € Nxyq:
f  Tiene solo raices simples.

Casoa#1,neN:
f  Tiene solo raices simples.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz O

18. Determinar todos los a € R para los cuales f = X?"*! — (2n 4 1)X + a tiene al menos una raiz miltiple en

C.

Si r es raiz multiple de f debe ocurrir que:

Derivo f y acomodo:
F=@n+1)- (X2 1) 2% ¢y =@n+1) (- 1) =00 1) =0 *'
T

Volviendo a f, si evaliio en r
*,
—
fr) =06~ @ntrta=0 & (2" —1-2n)+a=0
<é> a=2n-7
Por lo tanto r € R #”.

Volviendo a #' y con el resultado de que las raices r € R:

(P2 —1) =0 (" —1)(" +1) = 0 E= r = +1

Por lo tanto los valores de a € R para que el polinomio tenga por lo menos una raiz multiple:

a==32n
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)
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19. Sea f = X2 +8X1'0 4+ 24. Determinar todos los valores de a € C para los cuales f admite una rafz multiple
en C. Para cada valor hallado determinar cuantas raices distintas tiene f y la multiplicidad de cada una de ellas.

Ataco como en el ejercicio anterior. La idea no es calcular todas las raices.
Si f tiene raices multiples 7:
!
ri e f(ri) = f'(re) =0,

por lo tanto tanto comienzo buscando las raices de f’ para sacarme ese a de en medio.
f=20X" +80X° = 20X°(X10 +4)

Evaluando en 7y:
Tk =0
P =200 ()0 + ) =0e{ Ty =0

Hay de momento 11 raices de f’. Me interesa saber si son raices de f,
Cuando r, = 0:
f(0)=2a = f(0)=0< a=0

Acomodo f y después reemplazo por los otros valores que anulan f':

f=X*+8X" 420 =(X")>+8X" +2q

Cuando (rj)'° 4
fr) =0 < ()% +8(r)'°) +2a =0
A (—4)248(—4)+2a=0
& —16+2a=0
& a=38
Ahora tengo que ver cuantas raices y sus multiplicidades para a =0y a = 8.

Sia=0 = f=X'"9X143)

X = 0
fre) = 0 ()0 (r) ' + 8) = 0
X0 = =8,

donde se ve que con a = 0 hay 11 raices distintas en total, las multiplicidades:

2k+1 T

mult(0; /) =10 y mult( V8w ") f)=1 ke Ziy—g) -

No habia necesidad de calcular las raices, pero dado que la solucién, es casi lo
A mismo que Gyg ya fue. Pero alcanzaria con decir que es un polinomio complejo A
de grado 10, entonces hay 10 soluciones y las multiplicidades se ven en los
exponentes de los polinomios irreducibles en la factorizacion.

Sia=8 = f=(X*+8X'0416) = (X0 +4)2
flre) =0 ((rp)"° +4)2<:>X10 = 4,

donde se ve que con a = 8 hay un total de 10 raices distintas, las multiplicidades:

2k+1

BT f) =2 ke Zg .

mult(v/2e!

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)
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20. Sea f = X% — 17X* — 16 € C[X]. Determinar la forma binomial de cada raiz multiple de f en C y la
multiplicidad de cada una de ellas.

Primero determinamos las raices multiples, como no voy a factorizar el polinomio pues tiene un grado muy alto,
chequeo las raices de la derivada y veo si coinciden:

FI(X)=68X5 —68X3 L0 X3 (XM -1)=0eX3=0 v XM_1=0

Vemos que X = 0 no puede ser pues no es raiz en el original, la otra que nos queda son las raices 64-avas de la
unidad.
Agarro una raiz arbitraria w 64-ava de la unidad distinta de 1, es decir w # 1 y la pruebo en el polinomio:

Flw)=wB® — 170! — 16 = w? — 17Tw? = 16 = —16(w? + 1) = 0o w? +1 = 0w = —1.

Obtenemos que las raices son:

2k -
W = ()i

k=0,1,23

Notar que estas son las raices 8-avas de la unidad pero que no son 4-tas.
Antes de calcular la forma binomial veamos que no hay mas raices de mas multiplicidad. Derivamos la primera
derivada:

f"(X) =3X2. (X% —1)+ X3 (64X93)

F1(X) =3X% —3X2 4 64X66 = 67X — 3X2 L 067X = 3X2 &

SETXHE 3o x04 = 3

En ' se dividié por X?, tomando en cuenta que X = 0 es una solucion, sin embargo 0 no es raiz del polinomio
original. Luego ninguna de las raices van a coincidir con las de la primera derivada. Quedando demostrado que
solo tenemos raices dobles, procedemos a expresarlas en forma binomial como pide el enunciado.

r4 2k 2k 2k
w = =T = ¢os <T> + isen <T> k=0,1,2,3

Estos son los puntos que forman angulos de 45 grados en el circulo unitario, ver la figura a continuacion:

— V2 V2,
Xo = 5 +%57
Xy = 4
— V2 V2,
XQ = \[2 2 2
— V2 _ V2.
Xg = 2 3 {2
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
sigfripro (w]
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21.

i) Probar que para todo a € C, el polinomio f = X% —2X5 + (1 +a)X?* —2aX3 + (1 +a)X? —2X + 1 es
divisible por (X — 1)2.

ii) Determinar todos los a € C para los cuales f es divisible por (X — 1)3.

i) (X —1)2 | f Ya € C& 1 es por lo menos raiz doble de f< f(1) = f/'(1) = 0.

F=X0-2X"+(1+a)X*—2aX3+ (14+a)X2—2X +1 %fu):o Va€C
evaﬂ'lo

ff=6X°—-10X*+4(1+a)X3—6aX?+2(1+a)X —2 ﬁf’(l)zo Va € C

Calculando f(1) y f’(1) se comprueba lo pedido.
ii)
(X -1 fef(1)=0
Parecido a antes vuelvo a derivar y evalto:

"

1 =30X* —40X3 +12(1 + a)X? — 124X + 2(1 + a) ;Vaﬂuf (1)=4+2 = f'(1)=0ca=—2

Por lo tanto:
(X —1)?°|f <= a=-2

Observar que si a # —2, 1 es una raiz doble de f de otra forma es una raiz por lo menos triple.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Olivia Portero €

22. Determinar todos los a € C tales que 1 sea raiz doble X* — aX? — 3X2% + (2 + 3a)X — 2a.

Si uno es raiz doble de f = X* —aX?3 —3X2 + (2 + 3a) X — 2a tiene que ocurrir que:
FM=r1y=0y [ #0
Planteamos eso:
f)y=1"—al®> =312+ (2+4+3a)l —2a=0&1-a—-3+(2+3a) —20=020=0 Yaec C
Oka, no nos dio mucha info. Ahora con f’:
fl(1) =413 -3a12 - 614+ (243a)=024—-3a—6+(2+3a) =020=0 Ya e C
Bueh, el ejercicio apunta que no nos olvidemos la tltima condicién con la f//:
f'(1)=1212 —~6al —6#0=12—-6a—6#0<a#1 YacC

Por lo tanto si:
a#1
1 sera una raiz doble del polinomio X4 — aX? —3X2 4 (24 3a)X — 2a. De otra forma serfa por lo menos una raiz

triple
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Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

n
23. Sea n € N. Probar que > Xk—,k € C[X] tiene todas sus raices complejas simples.

k=0
P—n k—l X4 ox?y Lysg Ly X"
=D G =X X X X
k=0
Su derivada primera:
n
Xkt 1 1
P = =1+ X+ _X*+_X° Xt
) T R R SV
Noto que:
1
PP=p—-—X"
n!
Entonces si o es una raiz de P:
P(a)=0 = P'(a)=Pa)——a"=——a" #0
N—— n! n!
0
Asi queda probado que las raices van a ser simples.
Atencion que, v = 0 no me importa porque P(0) # 0, boludeces no.
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

naD GarRaz )

24. Sea (fn)nen la sucesion de polinomios en C[X] definida por
H=X"+2X’4+1 vy fop1=X—-)(fat+fn), VneN.

Probar que i es raiz doble de f,, para todo n € N.

Sale por induccién. Quiero probar la siguiente proposicion:

p(n) : i es una raiz doble de f, Vn € N.

Caso Base:
p(1) : i es una raiz doble de f.

Especializo a fi, fl yaj f/' ! eni:
fi) =i +2i2 +1=0, flli))=4+4i=0 y f/'(i)=12i*#0

Por lo cual p(1) resulta verdadera.

Paso inductivo: Asumo como verdadero para algun & € N que la proposicion:

p(k) : 1 es una raiz doble de fj,

—
hipétesis inductiva
es verdadera. Entonces quiero probar que la proposicion:

p(k + 1) : i es una raiz doble de fi 1,
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también lo sea.
La hipétesis inductiva dice que:

i) =0, fl@) =0, y fli)#0,

Usando la definicion de la funcion, especializo, evaltio o como quieras decirle a fi. 1, f; , yai f/ ! eni:

fra(@) = (=) (fuld) + f15) =0,
fa@) = RO+ RO +G-)HE+HG) Fo

Fro@) = 2 (fLG@) + [ 0) + (=) (f, () + f, (i) #0
Y asi resulto la proposicion p(k + 1) verdadera.
Dado que p(1), p(k) y p(k+1) resultaron todas verdaderas por principio de inducciéon también lo es p(n) Vn € N.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

25. Sea (fn)nen la sucesion de polinomios en Q[X] definida por
A=X*42X vy fop=Xfr+X%f,, WYneN.
Probar que para todo n € N vale que:

i) gr(fu) =2 - 1.

ii) 0 es raiz de multiplicidad n de f,.

i) Induccion:
Quiero probar la proposicion:
p(n):gr(fy)=2"" -1 VneN
Caso base:
p(1) : gr(fi) =27 —=1=3=gr(X* +2X)
Por lo tanto p(1) es verdadera.
Paso inductivo:

Asumo para un ik € N que:
p(k) :gr(fy) =21 —1

hipétesis inductiva

es una proposicion verdadera. Entonces quiero probar que:
Pl + 1) s gr(fi) =28 1= 2h2
también lo sea.

def

fra S X2+ X2

;, Qué grado tiene esa cosa?

X2+ X2 f) = l4gr( f2 +X-f)=1+2-g(fi) D142 2 —1) =221
P
2gr(fr) gr(fr)
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Si no viste el !, saqué factor comtin X, asi es que aparece el 1 que se suma al grado. También tuve en cuenta
que gr(f') = gr(f) =1 Vf € f[X]
Por lo tanto p(k + 1) resulto verdadera.
Como p(1),p(k) y p(k + 1) resultaron todas verdaderas por principio de induccién en también lo es
p(n) ¥n e N.

ii) Lindo ejercicio, intenté hacerlo antes de mirar la resolucion.
Sale también por induccion.

Quiero probar la proposicion:
p(n) : 0 es raiz de multiplicidad n de f,, Vn e N

O de forma equivalente:
p(n): X" | fn VneN

Caso base:
p(1): X l ‘ fi
Se cumple enseguida que:
X|XP+2X e X|X - (X*+2)
Por lo tanto p(1) es verdadera.
Paso inductivo:

Asumo para un ik € N que:
p(k) : X" | £,

hipotesis inductiva

es una proposicién verdadera. Entonces quiero probar que:
p(k+1): X" fr
también lo sea.
X" fe e XM X fE+ XS

Exploto la hipotesis inductiva para construir el paso k -+ 1:

HI ! ! ,

= X' i XM i i X XX ReX X7 o«

y parecido con la derivada

S XKL fres X2 XETL X2 e XKL X2 f 8

Donde en !! usé la hipotesis inductiva, si fi tiene como raiz al 0 con multiplidad & entonces la derivada tiene
que tener multiplicidad k£ — 1 en 0. Con esos hermosos, tiernos y sabrosos resultados de #' vy %

XX - f2 k+1 2 2 4
{ Skt XQ_’;% XX R X
Como p(1),p(k) y p(k+1) resultaron todas verdaderas por principio de induccién también lo es p(n) Vn €
N.
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

naD GarRaz )

26. Sea a € C raiz de multiplicidad 3 de f € C[X]. Probar que el resto de dividir a f’ por (X —a)? es a(X — )2,
cona€C,a#0.
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Sé que cuando derivo el algoritmo de division es:
f=D-Q+R
En este caso D = (X — «a)?
(X—a)3|f<:>f:q-(X—a)3+O con q € C[X]

Derivo esa expresion de f:
fl=q¢d (X —a)®+3¢- (X —a)?

El dato dice que « es una raiz triple de f, por lo tanto si derivo f, (X — )

ff=¢d (X—a)P+3q¢- (X —a)?
~N — ) —
Q D R

No me acuerdo si es teorema del resto o algo asi que dice que especializar a f en algin valor te da lo que vale el
resto, lo cual es razonable cuando hacés Ruffini, pero ahora que se esté dividiendo por una potencia de 3, es méas
raro. pero esta es la primera vez que aparece en En fin, especializo en «, recordando que es raiz triple de f, por
lo tanto me va a dar cero:

#0
Por lo tanto R cumple condicién de resto y ademas es de la forma iz (X —a)?
#0eC
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

naD GarRaz ()

27.
i) Hallar todas la raices racionales de

(a) 2X° +3X* +2X3 - X,
(b) X°—IXx4—2X3+1x2-1IX -3,

ii) Probar que X4+ 2X3 — 3X? — 2 no tiene raices racionales.

i) (a) Sale inmediato una raiz f(r =0) = 0:

FX)=2X°+3X"+2X° - X = X - (2X* +3X3 +2X2 - 1)
9

Las posibles raices de g por lemma de Gauss:

{ﬂ:l,il}
2

Probando se llega a que el conjunto de raices r € Q de f:

1
€40,—-1, -

Dado que no salieron més potenciales raices del lemma de Gauss el polinomio no tiene maés raices en Q
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(b) Para poder usar el lemma de Gauss hago 2f para tener coeficientes enteros:
F=2f=2X°-X*—4X3+X2—-7X -6

Posibles raices estaran en:

3 .1
{ +6, j:3,i2,j:1,j:§,j:§}

Probando como cualquier persona , encuentro 2 raices:

3
—22
re{ 2,}

ii) De tener raices racionales estas deberian, por lemma de Gauss estar en:

{4+2,+1}
Probando esos valores ninguno es raiz
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Ivan Doumerc )

28. Factorizar en C[X],R[X],Q[X] y en (Z /7Z)[X] los polinomios cuadraticos

i) X?+6X —2, i) X2+ X —6, iii) X2 —2X 410

Facil, si tenemos un polinomio de grado 2 de la pinta a.X?+bX + ¢, mandamos la resolvente siempre con el cuidado
de no escribir algo negativo dentro de la raiz, es decir las raices r:

==
r=——" con w?=0®— 4ac.
2a

Cuenta la leyenda que si ponés un numero negativo en el radicando, viene el Ratén Pérez, te caga a palos, te
roba los dientes y se los vende a Satanas.

Es comin huir de los ejercicio que tienen cosas como (Z /pZ)[X] con p primo.
PERO,

antes de saltear el ejercicio, pensd que es solo otro cuerpo K, un cuerpo que
tiene numeros enteros mddulo p. Entonces en este ejercicio particular, si el
polinomio es:

10X2 — 3,
vas a calcular los coeficientes en modulo 7 obteniendo:
3X?+4

Lo cual es ahora un lindo polinomio en (Z /77Z)[X] porque los coeficiente estdn
en el cuerpo correcto. Hacés todo igual y siempre que de la cuenta salga un
nuimero que no estd en [0,6] le calculds el modulo 7.

O eso me contd un amigo @

i) Haciendo las cuentas que no pienso hacer, las raices:

w=2V1l = r12=(-3+V11)¢Q

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
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Con cuerpo K = Q:

Con el resultado de la resolvente concluyo que el polinomio X? 4+ 6X — 2 es irreducible en Q.

Con cuerpo K =R, C:

Con el resultado de la resolvente:

X2 46X —2=(X - (-3+V11)) - (X — (=3 —V11))

Con cuerpo K = (Z /TZ):

El polinomio X2 + 6X — 2 en este cuerpo lo puedo escribir asi:

X2 46X -2 2= ZlD, 2 46y 45
Calcular las raices de eso:
7 =
7“12——3:|:2(E){r1 6
’ ro = 2

Fijate que si agarrabas las raices previamente calculadas:

7 pr—
—3i\/11(5)4i\/11:4j:2:{:1 g
2 =
La factorizacion buscada en (Z /77Z):

X246X —2=(X—-6)(X—-2)

ii) Haciendo las cuentas que no pienso hacer, las raices:

7’122

w=>5 :>T12:{
’ ro = -3

Resultados més lindo no podemos pedir.
Con cuerpo K =Q,R,C
X4 X-6=(X-2)(X+3)

Con cuerpo K = (Z /TZ):
X4+ X -6=X>4+X+1=(X+5)(X+3)

iii) Haciendo las cuentas que no pienso hacer, las raices:

ro= 1+3

2—— =
wi==36 = min {r2 = 1-3i

Con cuerpo K = Q,R:
El polinomio X2 — 2X + 10 es irreducible.

Con cuerpo K = C:

El polinomio tiene una factorizaciéon:
X2 2X +10=(X — (14+3))(X — (1 — (1 —30)))

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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Con cuerpo K = (Z /TZ):

X2-2X 4+10= X2 45X +3 2= ) 5 — ¢ (2/72)
Por lo tanto X2 — 2X + 10 también es irreducible en (Z /7 Z).
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Ivan Doumerc €)
29. Factorizar en C[X] los polinomios
i) X2+ (1+20)X +2i, i) X8 —1, iii) X6 — (2 — 24)!2

i) Si hay alguna raiz real puedo igualar, la parte real e imaginaria a 0 para encontrarla:

24r = 0
2 . . ! raiz
e+ (14 20)r+2i =0 <—— y —r=-1
reR . . eR
2ir+2t = 0
Divido y queda listo:
X2+ (1+2)X +2i| X +1
- X? - X X +2i
20X + 2
— 20X -2
0

Finalmente:
X2+ (1420)X 42 = (X +1)- (X +2i)

ii) Raices de la unidad €, lo mismo que se hizo siempre:

8 1 _ _ .
X°—1=0&X=es"conkel0,7—

+ ) (X = (= ) (X = (4 2) - (X = (5 — )

iii) Cuando tenemos exponentes grandes, se pasa a forma exponencial y ahi se labura. Hacer esto deberia ser
second nature a esta altura, no obstante, aca va:

X0—(2-2)"=0 & X6—( — 2i)12
. ! s 169 (2\/§) ez% ‘127
X = ret?
o = (2V/2)12 . ei2lm L g6, gim
r = 8
< {9 — x4 Lr con k € [0, 5]
©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
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Im

Sei%'z Sei%'l
r=28
Queda como Gg, pero con otro modulo, ponele: 12 (] 1230
8e My =1 8¢ Re
120 i2m
8e 6 8e 6

Pasando esas cosas a forma binémica:

X0 —(2-20)12 = (X — 8) (X +8i) (X — (4V3+44)) (X — (4V3 — 44)) (X — (—4V3 + 4i)) (X — (—4V/3 — 4i))

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
Ivan Doumerc O naD GarRaz O

30.

31. ®... hay que hacerlo! @&

Si querés manda la solucion — al grupo de Telegram a, o mejor aun si querés subirlo en INTEX — una pull request al O

7
32. Sean € N. Probar que > X* € C[X] tiene todas sus raices complejas simples.
k=0

Sale por induccion:

n
p(n) : ZXk € C[X] tiene todas sus raices complejas simples Vn € N.
k=0
Caso base: )
p(1): Z X*¥ =14 X' tiene todas sus raices complejas simples.
k=0
En este caso f(X) =1+ X:
f(=1)=0 y f(-1)=1#0

Por lo tanto p(1) es verdadera.
Paso inductivo: Asumo que para algin £ € N la proposicion:

h
p(h): 3 XF =14 X+ X% +-.- + X" tiene todas sus raices complejas simples.
k=0

hipétesis inductiva
es verdadera. Entonces quiero ver que:

h+1
p(h+1): ZX”C =14+ X+ X%+ .-+ X"+ X" tiene todas sus raices complejas simples.
k=0

también lo sea.
Primero veo que la hipotesis inductiva es algo asi:

ay, 70 h
frlow,) % 0y fl(X)= ka’f—l =142X +3X?+--- 4+ hX""! donde f/ () # 0 Vay, raiz de f.
h k=1
@ Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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Ahora laburo el polinomio (- + 1)—ésimo, con « raiz del mismo:

o170

A
(o) = 0

h,;l
[ X)=Y kXFl=142X4 -+ hX" ' +(h+ NX" = f/(X) + (h+ 1) X"

k=1 T
F1,(X)
evaltio HI ,
fllLJr] (ah+1) = f}lz(a/7+1)+(}7 + 1) ai,i # 0
SN——— —~—

en «, F1
#0 #0

Por lo tanto p(k + 1) resulté verdadera.
Como p(1),p(h) y p(h+ 1) resultaron verdaderas por principio de induccion en n también lo es p(n) ¥n € N.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

33. ®... hay que hacerlo! @&

Si querés mandéa la solucién — al grupo de Telegram 0, o mejor aun si querés subirlo en INTEX— una pull request al O

34. ®... hay que hacerlo! @&

Si querés mandéa la solucién — al grupo de Telegram 0, o mejor aun si querés subirlo en INTEX— una pull request al O

35. Hallar todos los a € C para los cuales al menos una de las raices de
f=X04+X5-3X'+2X3+ X? -3X +a

es una raiz sexta de la unidad que no es una raiz cubica de la unidad. Para cada valor de a € C hallado, factorizar
fen QIX],R[X] y C[X]

Sea w una raiz sexta de la unidad tal que w® = —1. (por enunciado). Evaluamos el polinomio en esa w y arreglamos
el a para que sea igual a cero, asi w es raiz.

f(w):w6+w5—3w4+2w3+w2—3w+a;0
fw) =1+ w*+w’ + v — 3w +w? —3w+a
f(w) = —4w* — 4w + w +a

f(w) = —4(w* + w) +w? +a

f(w) = —4(w(w® + 1)** + w® + a

fw)=wd+a20 & —l+a=0 < a=1

Como eso fue para una w generica que cumple eso, agarremos ahora ( raiz primitiva sexta de la unidad, de esta
manera ¢, (3, ? son distintas, y cumplen lo pedido por el enunciados’, como son raices sigue que (X — ¢)(X —
G X =) X0+ X5 -3X1+2X3+ X2 —-3X +1 <= (X +1)(X?—(PX+(C)=(X+1)(X*-X+1) =

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
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(X3+1) ’ X6 4+ X% - 3X%4+2X3 + X2 —3X + 1. Ahora que sabemos eso procedemos a hacer la division.

X6+ X5 -3X*+2X3 + X2 -3X +1|X3+1

— X6 - X3 X%+ X2-3X+1
X5 -3X* + X%+ Xx?
- X° - X2
—-3X* +X° - 3X
3X4 +3X
X3 +1
- X3 —1
0

Ahora buscamos raices racionales en el polinomio resultante de la divisién ya que es de grado 3, veo aplicando
Gauss que las posibles son 1 y —1, pruebo evaluando en 1 y veo que es raiz, luego hago la division:

X3 +X2-3X+1|X-1
- X3 +Xx2 X24+2X -1

2X2%2_3X
—2X2%2 42X
—X+1
X -1

0

Ahora veamos las raices de el polinomio resultante, para eso aplicamos la formula resolvente o de Bhaskara, y
obtenemos que X2 +2X — 1= (X +1—v2)(X +1++2).

Ya practicamente tenemos todas las factorizaciones, pero retomamos momentaneamente una parte de la factoriza-
cion compleja, habiamos dicho (X —¢)(X — (%) = (X? — X +1), pero quienes son estos (?, son las raices primitivas

27 10me
sextas de la unidad, asi que las escribimos en forma exponencial, serian e 6 y e 6 .

Finalmente, las 3 factorizaciones serian:

f=X+D)X -D)(X2+2X - 1)(X?-X +1)
=X +D)X - DX +1-V2)(X +1+V2)(X* - X +1)
)

) .
CIX] = f=(X4+DX DX +1-vV2)(X+1+V2)(X —e5)(X —e ")

—
_>

#' Aca usamos que 1+ w + w? + w3 + w* + w® = 0 y movemos ciertos terminos para la derecha.
#° Aca usamos que w? = —1

Sabemos que cumplen lo del enunciado por que ¢ y ¢? son raices primitivas ya que (1:6) = (5:6) =1,y (3 es
simplemente —1, por lo tanto con estas elecciones estamos respetando lo que pide el enunciado

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
sigfripro (»]

36.
i) En cada caso, hallar un polinomio f € Q[X] de grado minimo tal que:
(a) XQ(X2 +1)[(f: f)
(b) (f:f)=X"-5X'+2X° y [f(1)=
(c) X+2}f, (f: (X =v2?) =X -2 y f mbnico.

ii) Determinar todos los f € Q[X] monicos de grado 5 que satisfacen simultaneamente que (f : f’) tiene grado
2, 1+2iesraizde fy f(l) =5

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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®... hay que hacerlo! @

Si querés mandéa la solucién — al grupo de Telegram 0 o mejor aun si querés subirlo en INTEX— una pull request al O

37. Sean a,b,c € C las raices de 2X3 —3X? +4X + 1. Determinar

i) a+b+e, ii) ab+ ac+ be, iii) abc .

Si a,b, ¢ son las 3 raices del polinomio P = 2X? — 3X? + 4X + 1. El polinomio P en forma factorizada:
2(X —a)(X = b)(X —¢) cona,b ceC.
Distribuyendo todo se recupera la forma polindmica de P:
20X —a)(X —b)(X —¢) = 2(X2—aX —bX +ab)(X —c)

2(X3 —aX? - bX? + abX — cX? + acX + beX — abe)
= 2X3—2(a+b+c)X?+2(ab+ ac+ be)X — 2abe

Si comparamos esta expansion genérica con el polinomio, vemos que justamente lo que nos piden en el enunciado
son los coeficientes de P, expresados en funcién de sus raices.

Esta forma de relacionar raices con coeficientes se puede generalizar y se conoce como Férmulas de Viete.
Para resolver el ejercicio se plantea la igualdad de los polinomios:
2X3 —2(a+b+¢)X? 4 2(ab + ac + be) X — 2abe = 2X> —3X%2 +4X +1
Dos polinomios son iguales si y solo si todos sus coeficientes son iguales:
—2(a+b+c)=-3 & a+btc=3

2(ab+ac+bc)=4 < ab+ac+bc=2

—2abc=1 & abc:—%

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

sigfripro (»]

38.

i) Hallar todas las raices en C del polinomio f = X% — (i +4)X3 + (8 + 4i) X2 — (2i 4+ 24) X + 12 sabiendo que
) p q
tiene al menos una raiz real.

ii) Hallar todas las raices en C del polinomio f = X% — 3X* — (2 + 8i) X3 + 24iX + 164, sabiendo que tiene al
menos una raiz entera.

(i) Separo en parte real e imaginaria para que sea mas manejable:

f=X"—(i+4)X3+ (8+4)X? — (20 +24)X +12 = X* —4X3 +8X2 — 24X +12+i (— X3 +4X? - 2X)
Re(f) Im(f)

Ataco primero Im(f) que estd méas facil:
Im(f(r) = 1P +4r2 —2r =0 —r- (P —dr+2) =0 < r e {0, 2 +/2, 2—\/5}

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
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El 0 claramente no es raiz de la parte real Re(f), por lo tanto las otras tienen que serlo, debido a que el
polinomio no tiene coeficientes irracionales y por enunciado f tiene al menos una raiz real:

X4 4X3 4 8X2 24X +12| X2 —4X +2
— X4 4ax3 —2Xx2 X2+6
6X2—24X +12

—6X2%2+4+24X —12
0

Por lo tanto:
Re(f) = (X~ 4X +2) - (X* 4 6) = (X = 2+ V2)) (X ~ (2= v2)) (X = iV6) (X +iV6)

Sé que las raices complejas no son raices de la parte imaginaria asi que no me sirven. Las tnicas raices que

tienen en comtn Re(f) y Im(f), me forman el (Re(f) : Im(g)) = X? — 4X + 2, datazo que nadie pidio!

Ahora le bajo el grado al polinomio original f y queda ahi medio cocinado:

f = X'—(i+49)X3+(8+4)X%— (20 +24)X + 12
= (X?2—iX +6)-(X?2-4X+2)

= (X —3)(X +2i) (X - 2+ V2) (X - (2~ V2))
(ii) Sir esunaraizyr e Z:

fr)=0 <= 15=3r1— (24 8i)r + 24ir + 16i = 0

I _7‘3-(7‘3—3r—2):0

~ {—8i-(r3—3r—2)—0

I o(r4+1)-(r2—=r—-2)=0
= {—8i-(r+1)~(r2—r—2):0
I e (r+1)2-(r—2)=0
= {—8i-(r+1)2-(r—2)—0

Ya encontré 3 raices. Bajo el grado de f y sigo buscando:

X6 —3X4+ (—2+ —8i) X3 +24iX +16i | X3 —3X — 2
— X6 4+3x4 +2X3 X3 —8i
— 8iX3 4+ 24iX + 167

RiX3 —24iX — 16i
0

Solo resta buscar las raices en el cociente calculado. Si X = re®?:

X3-8i=0 & re®f =g
& "=
) =

{-1; 2, V3+1i; —V3+1i;,—2i}

ol N

2km m. 5w, 3w
+ 73 ‘:)96{6’ 6 2

Las raices del polinomio f:

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

39. Sea p un namero primo. ;Cuéntos polinomios moénicos de grado 2 hay en (Z /pZ)[X]? ;Cuantos de ellos son
reducibles y cuantos irreducibles?

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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La estructura de un polinomio moénico de grado 2 es la siguiente:
X?4+aX+b a,be(Z/pZ)

Tenemos que elegir un valor para a y otro para b, entre 0 y p — 1, o sea p distintos, dos veces. Asi que la cantidad
de polinomios ménicos de grado dos total:
P’
Para buscar aquellos que sean reducibles, es decir que puedan factorizarse en monicos de (Z /pZ)[X]:
X?+aX +b=(X—p1)- (X —p2)

Caso donde p1 # ps:
Hay p - (p — 1) opciones, pero como el orden de los factores no va a alterar el polinomio, por ejemplo:

(X —2)(X —3) = (X — 3)(X — 2).

jHay que dividir por 2 para no contar dos veces lo mismo!.

Caso donde p1 = pa:

Los elementos de la forma (X — pg)? estan contados solo una vez, de estos hay exactamente p elementos.
La cantidad de polinomios en (Z /pZ) reducibles:

2 o 2
pPep . pP4p
5 TP=T

La cantidad de polinomios en (Z /pZ) irreducibles:

2 2
R b N el
2 2
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

sigfripro () naD GarRaz €)

40.
i) Hallar todos los polinomios de grado 2 irreducibles en Z /2 Z[ X].
ii) Decidir cuéles de los siguientes polinomios son irreducibles en Z /2 Z[ X]:

(a) f=X*"+X+1, (b) f=X*+X%2+1, (€) f=X*+X3+1.

i) Usando resultados del ejercicio 39., deberia haber un total de 3 polinomios reducibles y 1 irreducible.

Son solo 4 polinomios, vayamos uno por uno:

(X —0)2 = X2
(X —1)2 = X2-2X+1 2% x? 41
(X-0)(X—-1) = X2-X D' CEED'

Vemos que el unico que falta que podemos construir con elementos de (Z /2Z):
X2+ X +1,

el tnico polinomio irreducible en (Z /2 7Z)[X].

©);Aporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.


https://github.com/sigfripro
https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://github.com/nad-garraz/algebraUno

Algebra I Practica 7 Pégina 41

ii) Este ejercicio sale usando el resultado del item anterior:

Nota que puede ser de interés:
Por ejemplo P € R[X]:
P=X"4+3X2+2=(X2+1)-(X?+2)

es un polinomio que no tiene raices reales, pero se puede factorizar como
producto de irreducibles, es decir otros polinomio que obviamente tampoco tienen
raices reales.

fin nota que puede ser de interés

Los polinomio no tienen raices en (Z /27Z), lo cual no implica que sean irreducibles. Porque podrian ser
divisibles por un polinomio #rreducible de menor grado, o sorpresa &), tenemos el que calculamos en el item

anterior.
X4 +X+1X24+X+1
— X4 - X3 - X2 X2 - X

(a)

~X3-X2+X
X+ X*+X
2X +1

Ese resultado en (Z /27Z):

X4 X412 (X24X+1)- (X241)+1

El resto es siempre 1, asi que no se va a poder factorizar, X% 4+ X + 1 es irreducible en (Z /2 7).

X4 + X2 +1|X2+X+1
— Xt x3 - x? X2—-X+1

(b)

_ X3
X3+ X2+ X
X2+ X+1
-X?2-Xx-1
0

Ese resultado en (Z /2 Z):

X4 X241=(X24+ X +1)- (X34 X +1)
Este si se puede factorizar, X* + X2 + 1 es reducible en (Z /2 Z).

(c)
Xt 4+ X3 +1| X2+ X +1
- Xt — X3 - x? X?-1

- X2 +1
X2 +X+1
X +2

Ese resultado en (Z /27Z):

X4 X4 1= (X2 4+ X+1)- (X241 + X
Este no se puede factorizar, X% 4+ X3 + 1 es irreducible en (Z /2 7).

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
sigfripro (»] naD GarRaz )
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Ejercicios de parciales:

1.

a)

Hallar todos los posibles ¢ € R, ¢ > 0 tales que:
f=X0—4X5 - X1 44X3+4X? 448X + ¢
tenga una raiz de argumento 37”

Para cada valor de c hallado, factorizar f en Q[X], R[X] y C[X], sabiendo que tiene al menos una raiz doble.

Silaraizoa=r-es = r(—i) = —ir = f(—ir)=0

Voy a usar que:

Il
|
~.

»
-
A~ N S~
LU
— — — — —
'S
I
—_

Evalto f(—ir):
f(=ir) = (=ir)8 —4(—ir)® — (—ir)* 4+ 4r3i + 4(—ir)? + 48(—ir) +c
x —r0  4ir® — ot 4 4ir® — 4r? — 48ir+¢c =0
Esta expresion va a ser 0 cuando su parte imaginaria y su parte real sean ambas 0:

f(=ir) = —r®+4irS —r? 4+ 4ir® — 4r? — 48ir + ¢
= (—r%—r* —4r? fc) +i(4r° + 413 —48r) =0

En el siguiente paso no busco exhaustivamente todas las raices, porque es al pedo. Solo busco lo que me
interesa segtn las condiciones del ejercicio:

Im(f(—ir)) =4r(r* +r? —12) =0 <« iﬂi r= /3
Aeareg

R
Re(f(—ir)) = —r® —r* —4r2 4+ c =0 %} c=48
ce

Por lo tanto con ese ¢ = 48:
f=X0—4X%— X*44X34+4X? + 48X +48
v las raices que tiene este polinomio son:

az = \/g . e_i%ﬂ- = \/gl

Aparecio el conjugado de la raiz dado que que f € Q[X]
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b) Debe ocurrir que (Xf\/gi)(X+\/§i):X2+3‘f
X0 —4Xx® — X' +4X% +4X%+48X +48] X% +3

— X6 —3x4 | X% —4X3 —4X2 + 16X + 16
—4X5 —4X* +4Xx3
4X° +12x3
—4X*4+16X3 +4X2
4X* +12Xx2
16X3 +16X2 + 48X
—16X3 — 48X
16X2 + 48
—16X2 — 48
0

Hasta el momento f queda:

f=(X?+3)(X*—4X3 - 4X? + 16X + 16)

/

g

como f tiene al menos una raiz doble la busco en las raices de la derivada de g:
g = (4X3-12X?%-8X +16)
4(X3-3X2%2-2X+4)=0
Con el lema de Gauss sé que las posibles raices de ¢’ estan en:
{£1,£2,+4}

Probando encuentro que ¢'(1) = 0, pero ¢(1) #0 = f(1) # 0. Si X = 1 no es raiz de g, continitio
bajandole el grado a ¢’ para buscar otras raices:

X3 -3X2_92X+4|X -1
— X3 4+ X2 X2-2X —4

—2X2_-2X
2X2 _-2X
—4X +4
4X — 4
0

Con este resultado se puede escribir a ¢’ como:
g =4(X —1)(X?-2X —4)

De la parte cuadratica salen 2 raices de ¢':

Q12 = 1+ \/5
X2 -2X —4=(X-(1+V5)(X-(1-+5))
(para mostrar que son raices dobles y no triples, por ejemplo, deberia comprobar que a1 2 no son raices de g = 4(3X2 — 6X — 2), pero no tengo ganas, elijo

creer que no lo son).

Compruebo que sean también raices de g:

X+ —4X3 —4X24+16X+16| X2 —-2X —4
— X*4+2X3 4+4X2 X2 _-2X —4
—2X3 +16X
2X3 —4X?2 —8X
—4X? +8X +16
4X?%2 —8X — 16
0

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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Dado que el resto dio 0 ;2 son raices de g y como son raices de ¢’ entonces son raices dobles de g, y de f.

Notar que viendo el cociente de esa ultima division quizés podria haber visto el caso de factoreo a ojo, pero
bueh, no pasé.

Factorizaciones:
QX] — f=(X?+3) - (X*-2X —4)?
RIX] — f=(X?+3) (X - (1+V5))* (X - (1-V5))?
ClX] — f=(X—-3i) (X +V3i) (X = (1+v5))” (X = (1-V5))?
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

naD GarRaz €)

2. Factorizar el polinomio P = X% — X% — 13X% 4+ 14X3 + 35X2 — 49X + 49 como producto de irreducibles en
CIX],R[X] y Q[X] sabiendo que v/7 es una raiz miltiple.

Un polinomio con coeficientes racionales, y una raiz irracional o = /7, tendra también al conjugado irracional * |
a=—7

Si agregamos la informacion de que /7 es por lo menos raiz doble, obtenemos que:

VT7esraizde f = —\/Tesraizde f — (X2—7)‘f
V7 es raiz doble de f = —\/Tesraiz doblede f = (X?—-7)2=X"-14X2+49|f v

X6 — X5 —13X* + 14X3 4+ 35X% — 49X +49 | X* — 14X? 4+ 49

— X +14x* — 49X2 X2 -X+1
— X5 4+ X*4+14X3 —14X2 — 49X
X5 —14X3 +49X
X4 —14X72 +49
— x4 +14X2 — 49
0

Todo hermoso. Nos queda un polinomio de grado 2 para laburar en la factorizacion:
f= (X" —14X2 +49)- (X2 - X +1),

se fusila con la resolvente:

no ofender a nadie ’lL‘2 = -3

. . _ 1fw
se escribe asi para { ap == —)f:(X4—14X2+49)(X—(%+Z§))(X_( _Zg))

Finalmente las factorizaciones en sus 3 deliciosos sabores:
- f= (X2—1—7)2(X2 X+1)
RX] = f=X+VA(X-VDAX?-X+1)
> f=(X+VTRX = VDHX = G+ iD))(X = (5 - i)

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

'Estoy usando la misma notacién para conjugado racional y conjugado complejo. ;Esta bien? No sé, no me importa mientras se
entienda.
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3. Hallar todos los polinomios moénicos f € Q[X] de grado minimo que cumplan simultdneamente las siguientes
condiciones:

) 1— V2 es raiz de f;
i) X(X —2)?[(f: f);
iit) (/- X3—1>7é1
iv) f(~1) = 27;

i) Como f € Q[X] si a; = 1 — /2 es raiz entonces as = 1 + /2 para que no haya coeficientes irracionales en el
polinomio.

(X —(1-v2)- (X -(1+V2)=X2-2X -1

Por lo tanto:
X2 _9X —1

serd un factor de f € Q[X].
ii) Para el requerimiento X (X —2)? | (f: f):

def

X(X=2?2|(f: /)<= (f: f)=X(X-2)

de donde se deduce que por 10 IMENOS (dado que no conoce g y tampoco importa ahora):

a3 = 0 es por lo menos raiz simple de f/ = es por lo menos raiz doble de f
ay = 2 es por lo menos raiz doble de f/ = es por lo menos raiz triple de f

Por lo tanto como en los ejercicios estos piden menor grado:
X3(x —2)3
también seran factores de f € Q[X].

iii) Si (f: X2?—1) # 1 quiere decir que por lo menos alguna de las 3 raices de:

V3. 1 V3.
2 2

X2 (X 1) (X = (g + ) (X = (5~

1
2
tiene que aparecer en la factorizaciéon de f.
Parecido al item i) si tengo una raiz compleja, también necesito el conjugado complejo de la raiz, para que
no me queden coeficientes de f con componente imaginaria:
X3P _1=(X-1)-(X?+ X +1),
a priori me quedaria con el factor de menor grado siempre que eso no rompa otras condiciones, pero todavia
no tomo la decision @.
Por lo tanto:
2
(X—-1) o (X°+X+1)
ya veremos cual, aparecera en la factorizacion de f € Q[X].

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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iv) f(—1) = 27. Hasta el momento juntando los resultados tengo 2 candidatos f y fo:

i=(X2=2X -1 (X =2°- X2 (X2 + X +1) = [i(-1)
fo=(X?=2X -1)- (X -2)*- X?- (X - 1) = f(=1)

(—27) -

1-1
(—27) -1+ (~2) = 108,

9.
9.
ninguno es el 27 que quiero, asi que hay que hacer algo més.

Para encontrar un polinomio ménico que cumpla lo pedido tomaria el f> que tiene menor grado de los dos y lo
multiplicaria por:

f=1r- con a€Q
de manera que pueda elegir el a para cumplir lo que quiero:
5
f(=1) = fa(=1) - :108-(—1—a):27<:>a:—1
5
f:(X2—2X—1)-(X—2)3-X2-(X—1)-(X+Z)

asi cumpliendo todas las condiciones.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Ale Teran €)

4. Factorizar como producto de polinomios irreducibles en Q[X |, R[X], C[X] al polinomio

f=X>+2X1—7X3 - 7X%24+10X - 15
sabiendo (f : X* — X3 4+6X%2 -5X +5) #1

Siel (f: X*—X34+6X2-5X+5) # 1, esto nos da informacién sobre raices comunes entre f y X*—X34+6X2—-5X +5.
Puedo hacer el algoritmo de Euclides para encontrar el MCD, con esa o esas raices. El ultimo resto no nulo hecho
monico sera el MCD.

XO2xt—7x3 - 7X2 410X —15= (X' - x346X2-5X+5) - (X+3) +(—10X%-20x2+20X - 30)

X4 - X34 6X% —5X +5= (- 10x3 —20X2 +20X —30) - (= 5 X + ) + (14X2 — 14X + 14)

—10X3 — 20X2 420X — 30 = (14x2—14x+14) . (-%X—L;’) +0
Por lo que:

(f: X' = X34+6X?>-5X+5)=X>-X+1.
Las raices del MCD son a2 = HET“ con w? = 3i.
1 3 1 3
oxiox— oy x oLy s

2 2 2 2

Por definicién de lo que es el MCD sabemos que X2 — X +1 ‘ f, haciendo la divisién bajamos el grado y seguimos
buscando las raices.

XP 42Xt —7X% —7X?+10X 15| X* - X +1
— X5 + x4 —Xx° | X3 +3X2-5X—15
3X4—-8X3 —7X2
—3X%44+3Xx3 —3Xx2
—5X3 —10X2%2+ 10X
5X% —5X?2 4+5X

—15X%2 4+ 15X — 15
15X2 - 15X + 15

0
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Obtuvimos que:
f=(X*-X+1)-(X?+3X% - 5X —15)+0.

Hermoso resultado, donde la hermosura se mide en su simpleza para ser factorizado. Sin usar calculadora ni Guass
ni ninguna cosa extrana podemos expresar a f como:

"

=X =X +1)- (X —V5)- (X +5)- (X +3)

X343X2-5X-15

Si todavia no viste como fue la factorizacién en ! te recomiendo que sigas mirando sin spoiler de calculadora o del
pesado o pesada sabelotodo que quizas tenés al lado y que no te deja tiempo para pensar. Son puros casos de
factoreo que deberian verse a ojo.

Ahora factorizamos en irreducibles, que son polinomios ménicos que solo se dividen por si mismos y por 1, los
primos en el mundo de polinomios. Para tener una mejor explicacion clickea aca! Y vas a la teoria del apunte.
Factorizaciones:

QX] — f=(X?-5)-(X2-X+1)-(X+3)
RX] = f=(X-V5)-(X+V5) - (X*-X+1)-(X+3)
CIX] = [=(X+3-(X=V5)- (X +V5) (X — (5 = %) (X~ (3 + )
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Ale Teran €)

5. Sea (fn)n>1) la sucesion de poliniomios en R[.X] definida como:

=X +3X*4+5X34+11X%2-20 vy fn+1:(X+2)2f7’L+3fn, para cada n € N.

Probar que —2 es raiz doble de f,, para todo n € N.

No caer en la tmmpz’llaQ de olvidar que para que una raiz de f sea doble, i.e. mult(—2; f)$2 debe ocurrir lo
"obvio", f(=2) = f/(—2) = 0 y también que f (—2) # 0. Si olvidamos esto wltimo solo probariamos que la
mult(—1; f) > 2 y tendriamos el ejercicio mal .
Por induccion en n:

p(n) : —2 es raiz doble de f,, Vn € N

Caso base:
p(1) : —2 es raiz doble de f;

Derivar y evaluar:

fr=X0 43X 45X0 411X - 20 SMp(9) =
en —
0

fl=5X"+12X% 4 15X% 4 22X WL g

en —2

£l =20X3 4+ 36X2% + 30X + 22 ovaluar, e (_9) = —54 £ 0

en —2

Por lo tanto mult(—2; f1) =2 == —2 es raiz doble de fi = p(1) resulto ser verdadera.

Paso inductivo:
Asumo que para algin k£ € N
p(k) : —2 es raiz doble de f

hipétesis inductiva

es verdadera. Entonces quiero probar que:

p(k + 1) : —2 es raiz doble de fi,

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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también lo sea.
Sé que:

cumple fk(72) = 0%’
f/“ que f/:(_2> = 0w’
fl(=2)#0

Laburo con fj.1:

Feo (X422 43 £,

fl;"/'] =2(X +2)f + (XH+ 2)2ng +3- fA 5
o =2+ X +4)f, +2X +2)f + (X +2)%f +3-f,

Fvaluar en —2:

1

Fri(=2) 20 o fi(=2) = (=2422F1(=2) + 3£.(=2) = 02/ (=2) + 3£.(=2) =3f.(-2) L0 v
=220 & f;,,1<—2>=2J;Mfg<—2>+1;z~rﬁf”+fz<—2>=f;,<—2>§ 0 v
fro(=2) = 2f1(=2) + 2(=2+F2)f, (=2) + 2(=2+2)f, (—

fli'/+1 (—2) ;é 0 < _OA*Z ,_Léo
H(=24220 (<2) + £ (=2) =2 fL(-2)+ f (-2) £0

Por lo tanto mult(—2; fi.1) =2 = —2 es raiz doble de f;, | = p(k + 1) es verdadera también.

Como p(1), p(k) y q(k + 1) resultaron verdaderas, por principio de induccion p(n) también lo es Vn € N.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

naD GarRaz €) Dani Tadd €) autor original anénimo 3

a)

Determinar todos los valores de n € N (positivo) para los cuales el polinomio

1
f:X5+%X4—§X3+§X2—X

tiene una raiz entera no nula.

Para el o los valores hallados en el item (a), factorizar el polinomio f obtenido como producto de irreducibles

en Q[X], R[X] y C[X]

Determinar todos los valores de n € N (positivo) para los cuales el polinomio

11
f:X5+%X4—§X3+§X2—X

tiene una raiz entera no nula.

Solucidn:

Limpiando los denominadores de f se obtiene el polinomio g con las mismas raices:

g=3X5+nX?—8X3+11X% - 3X = X(3X* +nX> - 8X%2 + 11X —3)
h

Por enunciado ignoramos la raiz nula y utilizando el Lema de Gauss buscamos las raices racionales de

h=3X*4+nX>-8X%2+11X -3
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Aqui, ap = -3 ya, =3

Div(ag) = Div(a,) = {£1, £3}

Como busco raices enteras, las busco en el conjunto:

{£1,+3}
Chequeo:
h(-1)=0 <= n=-19¢N
h(1l)=0 <= n=-3¢N
M-3)=0 < €N
h3)=0 <= n=%¢N

Rta: n =5 es el anico valor de n € N para los cuales el polinomio f tiene una raiz entera no nula.

Para el o los valores hallados en el item (a), factorizar el polinomio f obtenido como producto de irreducibles
en Q[X], R[X] y C[X]

Solucioén:

Primero factorizo la raiz nula de de f

5 8 11 5 8 11
f:X5+§X4—§X3+§X2—X:X(X4+§X3—§X2+§X—1)

Se, por el item (a), que —3 es una de las raices racionales de f. Busco otras posibles raiices racionales en el
polinomio h (con n = 5) obtenido en el item (a) en el conjunto {+1}

M=%
h(%) =0 = % es una raiz racional de f.

Factorizo el polinomio f diviendolo por el producto de las dos raices encontradas (X +3)- (X — %) = X?+5-1

Xt +2x3-8x2+UXx—1|Xx24+8Xx -1
- X*-3Xx% +X? X2 X +1

—X3—§X2+13—1X
X3+5X2 - X

X2 +§X—1
-X? —8X+1
0

Factorizo el polinomio cuadratico X2 + %X -1
A=(-1?-4-1-1=-3

1+\/§ZeCy 1_\/§Z€(C

Ty = D) X _— D)

Rta:
= XX 43X - DX -5+ @z))(X — (53— @z)) € C con todos sus factores de multiplicidad 1 y por
lo tanto irreducibles.

L f=XX+3)(X - %)(X2 — X +1) € R con 3 factores de multiplicidad 1 y 1 de multiplicidad 2 pero de
raices complejas y por lo tanto irreducibles en R.

L fE=X(X+3)(X - %)(X2 — X +1) € Q con 3 factores de multiplicidad 1 y 1 de multiplicidad 2 pero de

raices complejas y por lo tanto irreducibles en Q.

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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7. Determinar un polinomio f € Q[X] de grado minimo que satisfaga simultdneamente:
m f es monico,
moor(f:2X3-5X2 20X +11) =2
m f tiene una raiz z € G3 con z # 1, que es doble,

m f(0) = 33;

d

El dato de gr(f :2X3 —5X2 —20X + 11) = 2 indica que hay un polinomio, d, con gr(d) = 2 que cumple que

g

{ Z ; X3 _5X2 — 20X 4+ 11 entonces, f tiene 2 raices en comun con g. Estés raices pueden ser una doble o dos

simples. Dado que nos piden que sea de grado minimo habré que tener cuidado cual elegir para no violar ninguna
condicioén.

Calculemos las posibles raices de g usando lema de gauss:
Posibles raices seran los cocientes de los divisores de 11 y los de 2.

D(11) = {£1,£11},D(2) = {#1,+2} :
t1, 40 411,40 L
2 2

Probando esos valores encuentro que g(%) = 0 y ninguna de las otras funcion6. Le bajamos el grado con el
algoritmo de divisiéon a g.

2X% —5X%2 - 20X + 11| X — 3

—2X3 4+ X? |2X% —4X — 22
—4X?%2 - 920X
4X?%2 —2X
— 22X + 11
22X — 11
0

Hasta el momento: )
g:(X—i)-(2X2—4X—22)+O,

buscamos raices de 2X2 —4X — 22:
4483 14+2V3
_=——=1+£2 =
o 4 V3 { 1-2v3

Entonces: f tiene 2 raices en comtn con g = (X — 1)(X — (1+2v/3))(X — (1 —2V/3)). Dado que f € Q[X] voy a
seleccionar las raices que tienen ntimero irracionales por la condicion de grado minimo. Recordar que si f € Q[X]
tiene una raiz con ntmeros irracionales, también debe estar su conjugado irracional.

Con la condicién que dice que f tiene una raiz z € G3 con z # 1, que es doble, no nos dejan muchas opciones. Gg
tiene tres raices, solucién de w® = 1, dado que por enunciado no puede ser 1, entonces solo quedan:

1
1L VB,
2 2

(Si no te acordas como encontrar raices de la familia G, te dejo el ejercicio 12.) que se hacen las cuentas.
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/3

Ok, tengo esas dos raices: —% + 731 (Cual elijo? jCualquiera sirve! Porque, nuevamente @, como fen Q[X] si
agarro una rafz compleja también necesito su conjugado complejo, lo mismo que antes.
Hasta el momento tenemos:

X2-2X-11

F =X — (42X — (1 2v8) (X — (=} + i) (x — (-1 — fEgp* —

(X24X+1)2
= (X2 -2X —11)(X? + X 4+ 1)?

#' Si es doble una de las complejas, también debe serlo su conjugado, porque f € Q[X].

Nos queda cumplir que f(0) = 33, si bien ahora f(0) = —11. Ac4 tenemos que tener en cuenta la primera condicion.
f es mdnico, asi que no podemos corregir el valor poniendo un coeficiente principal.

Hay que proponer otro factor en Q[X], que al evaluar de el nimero que al multiplicarse con —11 nos dé 33. El
candidato es (X — 3), dado que en 0 vale —3 y asi f(0) = (—11) - (—3) = 33 como queremos.

El f € Q[X] que cumple lo pedido:

f=(X?—2X —11)(X?+ X +1)*(X - 3)

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
Nad Garraz )

8.
a) Determinar todos los f € R[X] monicos de grado minimo tales que cumplan:

e f contiene entre sus raices al menos una raiz cibica de la unidad,
2 .y

o XZ4+1|(f:f),

e f tiene al menos 2 raices enteras,

. (1) =12,

b) Con el polinomio f hallado expresar factorizacion en irreducibles en QX |, R[X] y C[X].

a) Arrancando con la primera condicion, tenemos al menos a una de las w tales que:

wlzltl
wi=1e UJQZ—%‘F@Z'
1 3
P

Si no te acordés como calcular las raices, mira el ejercicio 12, donde se resuelve algo casi idéntico.

Como el polinomio debe ser de grado minimo y tiene coeficientes en R hay que elegir con cuidado. Lo mejor
es ver el resto de las condiciones para no hacer cagadas.

De la segunda condicién sacamos que:

(X =a|f )

X2 +1|fe y
(X +i)|f (X —i)?|f

X2P4+l=(X—-i)- (X+i)|(f: /)& y & y

(X —i)|f (X +i)?|f

X2+1|f e y

\ (X+i)[f
@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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Si no entendés el porqué de eso mirate esto de las notas tedricas, para tener contexto. Béasicamente si « es
una raiz de f y también de f’, entonces es una raiz por lo menos doble de f.

En el tercer punto, nos dicen que tiene al menos 2 raices en Z. ;Una de esas podria ser el 1 que obtuvimos
como raiz de G537, Dejame que lo piense.

En el altimo punto tenemos que cumplir que al evaluar en nuestro polinomio f en 1, eso nos dé —12. Y es
acé donde nos damos cuenta de que no podemos elegir a 1#' para que sea raiz de f!! Y dado que f € R[X]

_ 1, V3,
. Wy = —5 + 571

tenemos que elegir entonces ambas 1 A Propongo:
w3==—3 732"

fo= (X = (=3 = F))X — (=3 + L)X — i) (X +)*(X — a)(X — )
(X244 X +1)(X24 12X —a)(X —b),
con a y b a determinar, de manera tal de cumplir las altimas dos condiciones: ambas enteras y f(1) = —12.

F) =-12E5 12 (1 —a)(1-b) = —12 <:>(1—a)(1—b):—1%m:2 y b=0.

Esas serian las candidatas a raices enteras, obteniendo asi un tinico polinomio
f=(XP+X D)X+ 1D)(X -2)(X —0) = X (X —2)(X?+ X +1)(X?+1)?
monico y de grado minimo que cumple las condiciones pedidas.

b) La definicion de polinomio irreducible esta aca.

QX] = [f=XX-2(X?+X+1)(X2+1)
RIX] — f=X(X—-2)(X2+X+1)(X2+1)?
CIX] = f=X(X=2)(X — (-5 = $X = (-5 + FiX —)*(X +3)?

X
X

Notar que en Q y en R las factorizaciones son iguales, dado que no hay raices irracionales.

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Dani Tadd €)

9. Hallar f € Q[X] de grado minimo tal que cumpla las siguientes condiciones
e f comparte una raiz con X2 —3X24+7X —5
e X +3-+2 | I
e 1—2iesraizde fy f/(1-2i)=0

Vamos con la primera. Si dos polinomios , fy g = X? —3X?+7X — 5, comparten raiz buscamos raices de g con el
lema de Gauss de donde tomaremos las raices que nos sirvan para construir nuestro f mdnico y de grado minimo:
A={+1,45},cona=1 = g¢g(1)=0 V.

Como « =1 es raiz, entonces X — 1 ’ g:

X3 -3X24+7X -5|X -1
— X3 4+ X2 X2 _-2X +5
—2X2 47X
2X2%2 92X
5X — 5
—5X +5
0
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g= (X —1)- (X2 —-2X +5), busco raices del cociente X? — 2X + 5, usando resolvente

7“+:1—|—2Z
r_=1-—2i.

2+
Ty _ = Tw’ con w? = —16 — {

Finalmente,

dEX 1) (X —(1+2) (X —(1-2)) V,

X2-2X+5

antes de elegir cuales de estas raices serdn comunes a f
es recomendable estudiar las otras condiciones del enunciado.

X+3-vV2=X—(-3++2) } f, por lo que (=3 ++/2) es una raiz de f y dado que f € Q[X] también debe estar
el conjugado irracional —3 — v/2.

X—(=3+V2)|f
y = XPH6X+T|f V.
X-(-3-vD)|f
La tercera condicién tiene mucha data. Nos da una raiz compleja de f, por lo cual también tendremos su conjugado
complejo porque f € Q[X].
Esa raiz es una de las que esta en g«'.

El dato de f’, también nos indica que la multiplicidad de 1 — 2i como raiz es por lo menos 2, ya que f'(1—2i) =0,
y por lo tanto mult(1 4 2¢; f) también seré por lo menos 2.

Tenemos todo para armar a f:

f=(X?-2X+52% (X>4+6X+7) V

10. Determinar todos los primos p positivos tales que el polinomio
f=pX’-X?+13X -1

tenga al menos una raiz racional positiva. Para cada valor de p hallado, factorizar f como producto de polinomios
irreducibles en Q[X], R[X] y C[X].

El lema de Gauss dice que las raices racionales que el polinomio puede tener, tienen que estar en el conjunto de
los divisores del coeficiente principal p y el termino independiente —1:

1 1 1 1 1
41,4+, 4=, 4=, 4=, ..., +=
277375 7 »

Ahora hay que hacer cuentas para todos los primos y ver cual funciona, nah, mentira. Si % es raiz entonces hay

que dividir (p~t = %, boludeces, no!):
pX3 — X2 4+13X —1[X —p!
— pX3 4+ X2 pX?+13

13X -1
— 13X +13p~1
(-1+13p71)

Y a esto hay que pedirle que el resto sea 0, porque ;1) es rafz racional:
13
-1+ —=0&p=13
p

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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Si p tiene que ser primo y positivo entonces p = 13, usando el resultado de la division:

f=13X3—X24+13X -1 = 13(X—3&) - (X2+1)
= 13(X — &) (X —i)- (X +14)
Todo lindo las raices:
X, = L
1 13
X2 = 1
X3 = —1

Y factorizado en Q[X], R[X] y C[X] queda.

QX]: f = 13- (X—%)-(X*+1)
RIX]: f = 13- (X—4) - (X2+1)
CIX]: f = 13- (X—55) - (X—14) (X +1)

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
Nad Garraz €)

11. Hallar todos los k € Q para los cuales el polinomio f = X% 4+ kX3 + 25 € Q[X] tiene al menos una raiz
compleja multiple. Para cada uno de los valores de k hallados, factorizar f en C[X]|,R[X] y Q[X].

Antes de empezar este ejercicio, estaria bueno que hagas un minuto de silencio por los que rindieron este examen...
1 minuto después
Si f tiene raices multiples, busco raices en su derivada, f’:

flr)y=0af =6 +3kr*> =03 (2 + k) =0k = -2

Entonces para el valor de una raiz r, tengo lo que tiene que valer k. Como tengo raices multiples, meto a r y el
valor de k encontrado en f:

Fr) =0 =222 06 916 1 95— 0 15 = 25
Ese tltimo resultado es Gg con moédulo 5:
rg =5 39" con q € 10,5]

Estos valores son las raices de f, pero hay que ver para cuél valor de k:

3 sigespar —> k=—2(¥5.swem)? = _10
k=—=2(ry)” < : . s - 3
S1 ¢ es 1mpar — k= —2(\/5 . €Z3q’tmpa7‘7r) _ 10

Por lo tanto hay 2 valores posibles para k:

k€ {—10,10}

Hay 2 valores de k que formaran 2 polinomios distintos. Cada uno de esos polinomios tiene 3 raices tanto de f
como de f’ por lo tanto las mencionadas raices son raices dobles de f.
Notar en el resultado de la derivada metiendo los valores de k:

/ _ 3 _ / _ 3 _
f*lO(r(]par) - O<:>T - 5 y flO(Tqimpar) - 0<:>r == _5
A esta altura esas ecuaciones se resuelven solas y todas esas soluciones son la r, de antes, miti y miti.

Tengo entonces que factorizar 2 polinomios f:

foo=X%-10X3425 y fi,=X%4+10X%+25
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Esto va a ser util:

(X —2)(X —2)% X2~ 2Re(2)X + |2|?

Factorizo f_1o:

El valor £ = —10 tiene asociadas las raices con ¢ par:
(35 5t 5.ty [ 45,05 (- L+ ) 5. (1)}

Que cosa horrible esto:

(X V5o (—5+i ﬁ)).(X_e/g.<_hﬂ))gxuwmmf

2 2 2
foo = X%—10X3425
= (X - > QL] ) ) )
L (X -5 (X + V5 X+ (¥5)) = (X-¥5) - (X?+ V5. X + (V5)") eR[X]
Lo(x- ﬂ) (x - ¥5(- 4 )" (x - ¥5(- s +i%)) e clx

Factorizo fiy:
El valor k£ = 10 tiene asociadas las raices con ¢ impar:

(-85 et 05 i) = {9895 (3 +:). 5 (5 0) |

Esto es igual de horrible, pero solo hay que cambiar un par de signos a lo de antes:

(x4 G (3-8 (g-g) ) 2o v 7

fio = X%+10X3+25
= (X*+5)? € QX]
! 3 2 3 3 3=\ 2 2 3 522y ) 2
L ((X+\/5)-(X Y5 X + (V5) )) (x+¥5) - (X2~ ¥5- X+ (V5)%) eRIX]
2
= (x4 e/g) (x -5 - 173)) (X - VB(5+ig)) ecix]
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:

Nad Garraz €)

12. Factorizar como producto de polinomios moénicos irreducibles en Z /(3 Z)[X] el polinomio

fX)=X"+ X3+ X +2cZ/B32)[X].

Busco una raiz:

fe)=i*+i +z+2—1+—z+z+2—3(——)0

El conjugado de ¢ también, es raiz, por lo tanto bajo el grado del polinomio dividiendo por

(X —i) - (X +i)=X?+1

@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T
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X4+ x3 +X+2[X%2+1
- X* - X2 X2+ X -1

X3 -X24+X
- X3 -X
- X? +2
X2 +1
3

Por lo tanto:
3
X'+ X+ X+2=(X*+1) (X’ +X-1)+3 =2 (X*+1)- (X2 +X+2)+0

Al buscar las raices de (X2 + X + 2), con la resolvente:
1 V7 1 VT

nT Tty YTy Tty

—
=

Raices que no tienen ntimero enteros, asi que no van a figurar en la factorizacion.
Nos piden factorizacion en Z /(3 Z) por lo que:

fX)=(X?+1)- (X>+X +2)

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
Nad Garraz €)

13. Sea f € Q[X] el polinomio moénico de grado minimo que satisface simultaneamente
m X2+ 2X + 5 divide a (f : f/),
m X2 —4X + 1 divide a (f : f),
m f/(2—-V3)=0.
Hallar la factorizacion de f en C[X], en R[X] y en Q[X].

Acomodo un poco el enunciado:

X2 42X +5= (X — (=142i)) - (X — (=1 — 2i))
X2 4X +1= (X —(2+v3)- (X — (2 /3))

Tengo que 2 — /3 por lo menos es triple ya que por la segunda y tercera condicion:

(X =2 V3)|f por tercerca condicion
y
(X —(@2-V3)|f" por segunda condicion

Las raices complejas —1 4+ 2i y —1 — 2¢ son por lo menos dobles.

Para que se cumpla la segunda condicion las 2 raices irracionales van a tener que tener la misma multiplicidad.
Factorizacion en Q[X|:

f=(X?+2X +5)% (X?—4X +1)
Factorizacion en R[X]:

F=(X242X+52 (X —(2-V3)* (X —(2+V3))?
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Factorizacion en C[X]:

F=(X = (1420 (X = (-1-20)* (X = (2 V3))*- (X = 2+ V3))°

Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Olivia Portero €)

14. Sea f = X°— (%—i—@z)
a) Probar que f|X30 —1

b) Hallar el polinomio g € R[X] monico de grado minimo tal que f ‘ qg.

Antes de empezar:

Recordad que los elementos de G, son de la forma ek conk €z

Ahora si:

a) Las raices de f:
1 o ) ) ) ) )
X5 _ (5 + \ggz) — 0<:>X5 e <‘__'> X ¢ {GZ%W,EZ%W,GZ%W,BZ%F,EZ%W}

Si X° — (% + @z) ‘ X30 — 1, entonces las raices de f también deben ser raices de X3 — 1.

Observad que esas raices son elementos de G5y si acomodo esas raices:

.

i L i 13 ;19 ;5 X,+ 2 P2 ;14 ; 26 ; 38 ; 50
{621571-,6115”,6 157"76115”76137"} T {61307"76130”761307"762307"7@’30”}
€s0s argumentos

Las raices de : '
X0 _1=0< X € Gy

Todas la raices de f estdn en Gsg, asi que f } X301

Otra forma de mostarlo:
Version de galera y baston:

La version mas elegante, pero que no se me ocurre primero ni a palos (mira el ejercicio 8 « aick): Sabemos
que:

6 5 6
p—(3+95) 20— (5+9) 225 x5 (1+80) (00 - (1 +%%)
& X0 (b4 ) | xP -1
Por ende el polinomio f divide a X30 — 1.

b) f ‘ g Las raices de f son todas complejas, asi que voy a necesitar los conjugados para tener un g € R[X].
Esto va a ser util:

(X —2)(X —2) = X2 —2Re(2)X + |2)* &'

Las raices son:

i L i ;13 ;19 ;25 agrego los i L il i L ;11 ;13 ;17 ;19 i 23 i3 ;29
{67,15#7621571'761157r’€7,157r762157r} greg! 61157r’€7,37r I7=T 21571'7 TTET GTET 21571'7 iEm igm LT
conjugados

Armo el polinomio con esta bosta usando la expresion en #':

g=(X?-2 cos(l—ls7r)+1)~(X2—2 cos(%w)+1)~(X2—2 cos(%ﬂ)—&—l)-(Xz—Z cos(%w)+1)~(X2—2 cos(%w)—i—l)

Listo? Esto es la respuesta? Tengo miedo, estoy cansado, jefe.
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Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)

15. Factorice en irreducibles de Q[X], R[X], y C[X] el polinomio
f=a’ — 4zt — 623 + 1222 + 40z + 32,

sabiendo que tiene alguna raiz en comtn con g = z* — 23 — 922 — 16z — 10.

Como los polinomios comparten una raiz, sé que (f : g) # 1. Usando al crack, titdan de Euclides busco:

(f:g)dadoque (f:9)[f v (f:9)]g
y de ahf voy a sacar las raices hermosas esas que tanto necesito.

2 — 4zt — 62° + 1222 + 40z + 32| 2* — 2% — 92% — 162 — 10
— 25 4+ a2t + 923 + 1622 + 10z ‘33—3
— 3x* + 323 + 2822 + 50z + 32
3zt — 323 — 2722 — 482 — 30
2 42 +2

(f :9) = (2* — 23 — 922 — 162 — 10 : 2% + 2z + 2), sigo con Euclides:

zt — a2 — 922 — 162 — 10|22 + 2z + 2

—xt —2x3 — 272 2 —3x—5
— 323 — 1122 — 162
3x3 + 622 + 6z

— 522 — 10z — 10
522 4+ 10z + 10
0

Este dltimo resultado confirma que:

(fig)=22+20+2= (2 — (=1+1) - (z — (=1 — )
Reduzco a f para buscar maés raices:

xd — 4zt —63334-12:102—1—40564-32‘3:2-}—23:—1—2
—x® =22t — 223 ‘x3—6x2+4x+16
— 6z — 8x3 + 1222
6zt + 1223 + 1222

423 + 2422 + 40z
— 423 —82% — 8z
1622 + 322 + 32
— 1622 — 322 — 32
0

De esta manera puedo escribir:
f=*+2c+2) (23— 622 + 4z + 16)

con el lema de Gauss posibles raices de:
x5 — 627 + 4o 4+ 16 — {£1,£2, +4, 48, £16} .

De las cuales funciona el 4 .
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23— 62 +4x 4+ 16|z —4
— 23 + 472 12— 9215 —4

Vuelvo a dividir @:

— 222 4+ 4x

222 — 8x
—4x 4+ 16
4z — 16

0

Podemos reescribir :

f=(@?+20+2) - (x—4) (22 —22—4)

el altimo factor tiene raices 1 — /5y 14+ +/5 y ya escribo f en la factorizaciones pedidas:

f = @*+224+2) - (x—4)- (22 —22x—4) € Q[X]
fo=@"+2+2) (2-4) (- (1-V5)) (z—-(1+V5)) € RX]
fo= -(1+i) (= (-1-4)) (-4 (z—(1-V5) (- (1+5) €C[X]
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Nico Alegre (»]

16.  [anal 09/04/2024) Hallar todos los ntimeros a € Q para los cuales f = X% —aX* + X3 —aX?’+ X —ay
g = 223 — 42% + 11/22 — 2 no son coprimos. Factorizar a f como producto de irreducibles en Q[X], en R[X] y en
C[X].

... hay que hacerlo! [5)

Si querés mandéa la solucién — al grupo de Telegram 0, o mejor aun si querés subirlo en INTEX— una pull request al O

17.  [fna 04/03/24) Hallar a € Z y a # 0 de forma tal que el polinomio f € C[x] dado por
f=ad— (4i — 4)z* — (167 + 8)x> + (16i — 11)z% — (200 — 16)z — a

tenga una raiz entera. Para el o los valores de a hallados, dar la factorizacion de f en C[x] si ademés se sabe que
(f : 2% — 1) € Q[z] y su grado es mayor que 1.

Para que un polinomio f € C[x] tenga una raiz r € Z, debe ocurrir que:

f(r) =0&Re(f(r) =0 A Im(f(r)) =0

A Ojo que ese razonamiento es valido porque € Z si no eso no tiene por qué cumplirse. A
Dado podria haber una componente imaginaria dentro de r

Después de hacer las cuentas queda el sistemita:

Re(f(r) = M4+ 4*—-83 1172 +16r—a=0 «'
Im(f(r)) = —4r*—16r3+1612—-20r =0 *°

Ataco «* porque no tiene la a:
—4r* — 16134+ 1612 —20r=0 &  —4r- (P 4+ 4% —4r+5)=0
= —dr-(r+5)-(2-r+1)=0
~—_———
=G+~
——= 1 e{0,-5}
rez
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Esos valores de 7, también deben anular a Re(f) lo cual sucede para los valores de a:

F=0 —  Re(f(0)) =

= a=0 & a=0 @
r=-5 — Re(f(-5)=0 <

20—a=0 & a=20

Hasta el momento quedarian dos posibles f:

fos =a® — (4i — 4)z* — (160 4 8)a> + (16i — 11)x* — (20i — 16)x — 20 |&"

En la parte del dato del MCD, d = (f : 2° — 1) que tenga coeficientes Q y grado mayor que uno, nos da info sobre
las raices comunes que tienen f y #® — 1. Estudio el polinomio ese, que sé que sus raices forman Gg:

-1 = @ 1) (@)
S @-1)-(@@hrtl) (@ +1)- (@ -zt 1)
G%} (a:—l)'(:U—(%l—kz'@)).(x—(*71—1'73)).($+1).($_(%+i§))'(x_(%_ig))

Del resultado para calcular a, sé que ni 1 ni —1 son raices de f porque son nimeros enteros por lo tanto y dado
que d € Q[z]:

de {(1:2x+1),(:p2+x+1),(x2a:+1)-(x2+x+1)}
a2 +1

El d = % + 22 + 1 no puede ser, porque f en #' no darfa ni a palos.

® No veo escapatoria a tener que hacer cuentas feas ®

2

En «° medio de pedo apareci6 z° — x + 1, lo cual es un candidato a funcionar. Tengo que comprobar que:

23+ 422 — 4z +5 |f

~~

(z+5)-(z2—z+1)

Y ahora divido por eso rezo &

a4+ (4+ —4i) 2t + (=8 4+ —16i) 2® + (=11 + 16i) 2% + (16 + —20i) & — 20 | 2® + 42? —dx + 5

— P — 4t + 423 — 52 ‘ x2 — iz — 4
—dizt + (=4 + —16i) 2% + (=16 + 167) 22 + (16 + —20i) x
dizt + 16023 — 16722 + 20iz
— 43 — 1622 + 162 — 20
423 + 1622 — 162 + 20
0

El cociente es un cuadrado de binomio:
z? — dix — 4 = (x — 2i)?

Finalmente:
_ L, V3 1 _ V3 2
f=@+5) (z—(53+i%)) (z—(5—i%))  (xz —20)
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €) Tizi S. F. &
18. [recuperatorio integrador 16/12/2025]

Sea f = X° +2X3 4 2a3X? + 21X + 2a%. Determinar para qué valores de a € C sucede que (X + 1)? ‘ (f: 1.
Para cada valor de a hallado, factorizar el polinomio correspondiente como producto de polinomios irreducibles en
QX],R[X] y C[X].

©)jAporta con correcciones, mandando ejercicios, al repo, criticas, todo sirve. Ir al indice 1
La idea es que la guia esté actualizada y con el minimo de errores.


https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://www.gitlab.com/tizisf
https://github.com/nad-garraz/algebraUno
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La condicién: (X + 1)2 ‘ (f : f') dice entre otras cosas que r = —1 es una raiz al menos doble de f.

f(-1)=0 & —-1-2+2a3-21+2a?>=2a>+2a>-24=0&a3+a>-12=0

) ay; = 2
fl(-1)=0 & 5+6—-4a®+21=-4a’+32=0ca*=8=2{ a = —1+iV/3
Gs ‘
a3 = —1—1iV3
A ojimetro f(a1) = f(2) =0:
a® +a? —12]a—2
— a® + 2a? a’+3a+6
3a?
— 3a? + 6a

6a — 12

— 6a + 12

0

Dado que las raices del cociente a® + 3a + 6 no son ni as ni as, el tnico valor de a que divide simultdneamente a

fya f es:
a =2

Ahora hay que factorizar:
f=X542X3+16X?+21X +8

Bajo grado:
X° +2X34+16X%2+21X +8| X2 +2X +1
— X5 —2x* - X° | X% —2X? 45X +38
—2X* + X3 4+16X?
2X444X3 +2X2
5X3 4+ 18X2 421X
—5X3%-10X2%2 —5X

8X24+ 16X +8
—8X2_-16X —8
0

Con Gauss se puede calcular una raiz o con la calcu o preguntale a tu vieja, en fin —1 era una raiz triple:

X3 —2X2 45X +8|X +1
— X3 — X2 X2 _-3X +38

—3X? 45X
_3X°+3X
8X +8
—8X -3
0
Las raices de X2 —3X +8 = 3 \/2273
T2 = gty
Factorizaciones:
QIX] v RIX] — f=(X-1°X?-3X+8)
CIX] y RIX] = [=(X-1* (X-(-i%) (X -G+
Dale las gracias y un poco de amor a los que contribuyeron! Gracias por tu aporte:
naD GarRaz €)
@) Errores? Avisa aca asi se corrige y ganamos todos. Ir a indice T

COmpﬂadO: 17/03/26 @ 09:19 . Chequea si hay una versién nueva — aca.


https://github.com/nad-garraz/algebraUno
https://t.me/+1znt2GV1i8cwMTNh
https://github.com/nad-garraz/algebraUno/blob/main/7-guia/7-sol.pdf
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